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Aide me´moire
CS est l’abre´viation de Cyclostationnaire
De´nomination De´finition Pe´riode(s) cyclique(s)
CS a` l’ordre n Moment d’ordre n pe´riodique {Θ1}
CS au sens large Cyclostationnaire a` l’ordre 1 et 2 {Θ1}
CS au sens strict Fonction de re´partition pe´riodique {Θ1}
CS pur Utilisation des cumulants au lieu des moments {Θ1}
Presque-CS Pe´riodicite´ remplace´ par presque-pe´riodicite´ {Θ1, · · · ,ΘK}
(plusieurs cycles) K ∈ [1;∞]
PolyCS Le signal contient un nombre fini de cycles K ∈ [1;∞[
QuasiCS Les cycles sont incommensurables
∑K
k=1 αkΘk 6= 0
∀ {α1, ·, αK}
CS floue Signal cyclostationnaire observe´ selon une autre {Θ1 (t)} non certain
variable. tel que E {Θ1 (t)} existe
SemiCS Le signal a e´te´ observe´ sur une dure´e suffisante
PseudoCS La dure´e d’observation est insuffisante.
Ou le signal apparait cyclostationnaire sur la
dure´e d’observation mais ne l’est pas.
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Introduction
D
ans le contexte socio-e´conomique actuel, il est important pour les industriels de maˆı-
triser les couˆts ainsi que la qualite´ des produits afin de pouvoir survivre face a` une
concurrence exacerbe´e. De`s lors, la maintenance de l’outil de production devient un enjeu
capital. En effet, face aux fortes cadences de production une panne paralysant une partie
de l’usine, peut rapidement conduire a` une perte financie`re importante. Il convient alors
de trouver un e´quilibre entre le nombre d’arreˆts pour la maintenance et le risque de de´faut
grave. Les outils de diagnostic doivent donc fournir une estimation de l’e´tat de la machine
a` la fois fiable et pre´cise. Il est alors possible de planifier cette maintenance et de re´duire
son couˆt selon la politique de gestion du risque adopte´e dans l’entreprise.
Dans le passe´ les possibilite´s de diagnostic e´taient fortement limite´es par les per-
formances de l’informatique. Son e´volution exponentielle permet aujourd’hui d’offrir des
outils de diagnostic a` la fois “abordables” et puissants. Les limitations mate´rielles tendent
progressivement a` disparaˆıtre et permettent d’imple´menter des algorithmes de plus en
plus performants.
Ainsi, les outils de maintenance modernes re´sultant de la convergence entre le
traitement du signal et la me´canique deviennent de plus en plus incontournables. Deux
types d’outils sont disponibles : ceux qui fonctionnent en temps re´el et fournissent des
re´sultats instantane´s et ceux qui fonctionnent en temps diffe´re´ ou` le temps de calcul
n’est plus une contrainte. Nous nous sommes inte´resse´ ici a` l’e´tude de proce´dures appli-
cables en temps diffe´re´ pour des machines tournantes dans le cadre de l’analyse vibratoire.
Les machines tournantes produisent des signaux cycliques selon un ou plusieurs cycles
de base se re´pe´tant inde´finiment. L’existence de ces cycles conduit naturellement a` ex-
ploiter la cyclostationnarite´ de ces signaux c’est-a`-dire la pe´riodicite´ de leurs parame`tres
statistiques. Pour qu’il y ait pe´riodicite´ de ces parame`tres, il faut que la dure´e des cycles
successifs soit constante, ce qui n’est pas le cas si la machine est sujette a` des variations
de vitesses ale´atoires. Dans ce cas, nous sommes conduits a` re´aliser les acquisitions des si-
gnaux sous e´chantillonnage angulaire, ce qui signifie que les e´chantillons sont pre´leve´s a` pas
angulaire constant. Ce type d’acquisition garantit un nombre d’e´chantillons constant pour
chaque cycle. Si de plus, les parame`tres de fonctionnement de la machine sont constants
(pression, tempe´rature, vitesse moyenne, ...) les signaux pre´leve´s peuvent eˆtre qualifie´s de
cyclostationnaires. L’e´chantillonnage angulaire est beaucoup moins re´pandu que l’e´chan-
tillonnage temporel et il est surtout plus contraignant expe´rimentalement car le signal
d’horloge de la carte d’acquisition doit eˆtre fourni par un capteur de position solidaire de
l’arbre de la machine.
Il n’est pas toujours possible de rendre certaine la valeur d’une pe´riode cyclique, par
exemple, pour des signaux de roulement ou` de nombreuses fluctuations existent. Dans ce
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cas, on peut souvent conside´rer que les pe´riodes successives sont distribue´es autour d’une
pe´riode moyenne avec un e´cart-type donne´ ; nous sommes alors dans le cas peu e´tudie´
jusque la` de la cyclostationnarite´ que nous avons qualifie´ de floue. L’acquisition ne peut
plus eˆtre synchronise´e sur ces signaux que ce soit dans le domaine angulaire ou temporel.
Le mate´riel ainsi que les campagnes d’acquisitions sous e´chantillonnage angulaire e´tant
one´reux, il serait inte´ressant d’essayer d’obtenir les meˆmes performances ou re´sultats
a` l’aide de signaux acquis sous e´chantillonnage temporel. Cela permettrait d’une part
d’exploiter les bases de signaux de´ja` existantes et, d’autre part d’e´viter un investissement
supple´mentaire en mate´riel. Pour cela, nous proposons de re-e´chantillonner les signaux
temporels dans le domaine angulaire en se basant sur la loi de vitesse de rotation de
la machine. Une fois cette loi estime´e, il est possible de re-e´chantillonner a posteriori le
signal a` pas angulaires constant. Diverses pistes sont alors possibles pour l’estimation de
vitesse, soit a` partir du signal de´livre´ par le codeur de position, soit a` partir du signal
vibratoire lui-meˆme.
Le but de cette the`se est d’expliquer comment exploiter la cyclostationnarite´ sur des
signaux acce´le´rome`triques de machines tournantes. Les me´thodes pre´sente´es sont illus-
tre´es sur des signaux d’engrenage et de roulement acquis aussi bien sous e´chantillonnage
temporel qu’angulaire. Les principaux apports de cette the`se concernent la proposition
et la de´finition du concept de cyclostationnarite´ floue permettant de caracte´riser des
phe´nome`nes cycliques ou` la pe´riode n’est pas constante. De nouvelles me´thodes de
re-e´chantillonnage angulaire a` partir du signal acce´le´rome`trique ont e´te´ propose´es.
Ces dernie`res permettent de s’affranchir du capteur de position. La combinaison du
re-e´chantillonnage angulaire avec des me´thodes de traitement du signal existantes permet
d’acroˆıte leur efficacite´. Tout ces outils ont e´te´ valide´s dans plusieurs cas concrets, et
notamment, dans le cas d’un re´ducteur d’he´lictopte`re.
Dans le premier chapitre nous pre´sentons les bases the´oriques de la cyclostationnarite´.
Pour cela, nous supposons que la variable ge´ne´rique des signaux est la position angulaire de
la machine. Dans un premier temps, nous donnons les de´finitions de la cyclostationnarite´
pour une seule pe´riode cyclique. Dans un deuxie`me temps, nous expliquons comment
e´tendre la cyclostationnarite´ pour un signal comportant plusieurs pe´riodes cycliques. Nous
introduisons e´galement le vocable de cyclostationnarite´ floue destine´e aux signaux ne
comportant pas de pe´riodes cycliques certaines, ou constantes.
Comme les signaux sont le plus souvent acquis dans le domaine temporel, nous propo-
sons dans le deuxie`me chapitre des me´thodes de re-e´chantillonnage en fonction de l’angle.
Nous de´butons par les me´thodes exploitant un signal de position fourni par un codeur op-
tique, ce signal e´tant enregistre´ paralle`lement avec le signal acce´le´rome`trique. La technique
d’e´chantillonnage angulaire classique est e´galement incluse dans ces me´thodes. Ensuite,
nous pre´sentons deux me´thodes novatrices exploitant l’information de position contenue
dans le signal acce´le´rome`trique. Il n’est alors plus ne´cessaire d’utiliser un capteur de po-
sition. Ces diffe´rentes me´thodes de re-e´chantillonnage sont ensuite compare´es.
Dans le troisie`me chapitre, nous expliquons comment exploiter la cyclostationnarite´
en pratique. Pour cela nous introduisons le concept de cycloergodisme qui e´tend la notion
d’ergodisme au cas cyclostationnaire. Nous pre´sentons e´galement les diffe´rents outils utili-
se´s pour caracte´riser le signal a` l’ordre 1 et 2 (variance, distribution Wigner-Ville ...). Nous
nous inte´ressons ensuite au cas particulier des roues d’engrenage qui posse`dent plusieurs
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cycles, tous sous-multiples d’un meˆme cycle commun. Alors qu’une approche classique
conduirait a` ne conside´rer que ce cycle commun, nous avons cherche´ a` exploiter chacun
des cycles se´pare´ment. Nous montrons alors a` partir d’un exemple que cette approche,
bien qu’utilisant des estimateurs biaise´s, donne de meilleurs re´sultats pour le diagnostic.
Dans le quatrie`me chapitre nous e´tudions plus en de´tail la cyclostationnarite´ floue.
Nous faisons tout d’abord le lien entre la cyclostationnarite´ et la cyclostationnarite´ floue.
Pour cela nous observons les effets des fluctuations de pe´riodes cycliques et mettons en e´vi-
dence les conditions permettant de conserver la cyclostationnarite´. Ensuite, nous e´tudions
le cas ou` les fluctuations des pe´riodes cycliques sont ale´atoires et stationnaires.
Dans la cinquie`me partie, nous montrons comment exploiter la cyclostationnarite´ floue
pour le diagnostic de roulements de re´ducteurs a` engrenage. Les capteurs ne fournissent
pas directement la contribution des roulements mais un me´lange issu des roues, des rou-
lements, ainsi que du bruit. Nous nous inte´ressons dans un premier temps a` la se´paration
des contributions roues et roulements. Pour cela, nous utilisons le caracte`re principale-
ment cyclostationnaire a` l’ordre 1 (c’est-a`-dire certain) des signaux des roues face au
caracte`re cyclostationnaire floue des signaux de roulement (et non pre´dictible). Malheu-
reusement comme le bruit est e´galement non pre´dictible, le signal de roulement estime´
contient e´galement le bruit d’origine du signal. Pour supprimer ce dernier, nous exploitons
la cyclostationnarite´ floue, c’est-a`-dire les liens entre les diffe´rentes composantes fre´quen-
tielles afin de reconstruire un signal avec un bruit atte´nue´ par filtrage optimal de “Wiener
cyclique”.
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Chapitre 1
Cyclostationnarite´s : De´finitions et
proprie´te´s
1.1 Pourquoi la cyclostationnarite´ (Avant propos)
L
es outils de traitement du signal sont souvent utilise´s dans le contexte stationnaire.
Ne´anmoins, dans des domaines tels que la communication, le traitement de la parole,
la me´canique, ... les hypothe`ses simplificatrices permettant de travailler dans un contexte
stationnaire ne sont plus valables.
Pour illustrer cela, la figure 1.1 montre un signal vibratoire issu d’un re´ducteur a` en-
grenages. Nous pouvons noter la pre´sence d’un motif d’allure pe´riodique dans le signal. La
pe´riode est indique´e par des rectangles alternativement noirs et blancs. Cette pe´riodicite´
apparente est due a` l’existence d’un cycle de base que l’on rencontre dans la plupart des
syste`mes me´caniques et en particulier dans les machines tournantes. Si les parame`tres
de fonctionnement de la machine sont constants (vitesse moyenne, pression, tempe´rature,
dure´e du cycle moteur, pe´riode du re´ducteur) on dira que les signaux qui en sont issus sont
cyclostationnaires. Mathe´matiquement, un signal est cyclostationnaire si l’on trouve des
pe´riodicite´s dans certaines de ses statistiques. Chaque pe´riode ou cycle peut eˆtre consi-
de´re´ comme la re´alisation d’un meˆme processus ale´atoire. Pour cela, chaque re´alisation
doit de´buter a` une position angulaire identique (meˆme position de l’arbre pour un moteur
e´lectrique, meˆme dents en contact pour les engrenages, ...). Si l’on superpose ces re´alisa-
tions, on pourra alors calculer la moyenne d’ensemble (c’est-a`-dire l’amplitude moyenne
pour un angle θ donne´) comme le montre la figure 1.2. Cette moyenne d’ensemble, permet-
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Figure 1.1: Exemple de signal cyclostationnaire
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tra d’extraire la “partie pe´riodique” du signal (a` l’ordre 1). Lorsque cette dernie`re existe,
le signal sera alors cyclostationnaire a` l’ordre 1 .
Ce signal a e´te´ choisi car il permet de visualiser facilement ces pe´riodicite´s. La partie
pe´riodique peut eˆtre noye´e dans du bruit. Il faut alors utiliser la moyenne d’ensemble
pour faire ressortir ce motif pe´riodique par rapport au bruit (si ce bruit est stationnaire).
En pratique, on ne disposera souvent que d’une seule re´alisation et on sera conduit a`
remplacer la moyenne d’ensemble par une moyenne de cycles appele´e moyenne synchrone
(sous re´serve d’existence).
Certains signaux de communication bien que non pe´riodiques (a` l’ordre 1), ont une
e´nergie pe´riodique. La figure 1.3 inspire´e de [Max et Lacoume, 1996] pre´sente un tel signal.
Une fois e´leve´ au carre´, il devient pe´riodique. On dira alors que ce signal pre´sente des
pe´riodicite´s cache´es. Un tel signal est cyclostationnaire a` l’ordre 2 . De fac¸on plus ge´ne´rale,
un signal est cyclostationnaire a` l’ordre 2 si ses proprie´te´s statistiques a` l’ordre 2 sont
pe´riodiques.
La cyclostationnarite´, cas particulier de la non-stationnarite´ nous permettra donc de
mieux appre´hender les pe´riodicite´s cache´es ou non d’un signal. Les machines tournantes
ge´ne´rant intrinse`quement des pe´riodicite´s, on aura inte´reˆt a` exploiter la cyclostationnarite´.
Apre`s avoir explique´ brie`vement l’inte´reˆt de la cyclostationnarite´ nous allons mainte-
nant en pre´senter l’aspect the´orique.
1.2 Cyclostationnarite´
Les premie`res e´tudes sur la cyclostationnarite´ datent des anne´es 1950 avec les travaux
pre´curseurs de Benett [Bennett, 1958] et Gladyshev [Gladyshev, 1961, Gladyshev, 1963].
Comme le montre la figure 1.4(a) (issue de [Gardner, 1994]) et la figure 1.4(b), la
cyclostationnarite´ a commence´ a` susciter un inte´reˆt croissant a` partir des anne´es 1980
(explosion du domaine des te´le´communications, ...). Elle a e´te´ utilise´e dans l’identifica-
tion, la se´paration de sources, la se´paration de signaux se recouvrant spectralement, ...
Ne´anmoins, la cyclostationnarite´ n’a pas suscite´ le meˆme engouement en me´canique : son
utilisation dans ce domaine et en particulier pour les machines tournantes n’est apparue
que re´cemment. Ce manque d’enthousiasme est probablement duˆ aux variations de vitesse
des syste`mes me´caniques qui ont tendance a` supprimer la cyclostationnarite´. D’autre part,
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Figure 1.3: Signal cyclostationnaire a` l’ordre 2
il existe souvent une forte cyclostationnarite´ a` l’ordre 1 qu’il est ardu de retrancher car sa
pe´riode n’est pas force´ment stable et connue. Il est alors difficile d’exploiter directement
les outils de´veloppe´s dans le domaine des te´le´communications ou` les signaux sont souvent
a` moyenne synchrone nulle. La cyclostationnarite´ a ouvert des perspectives et a permis
d’obtenir des re´sultats tre`s inte´ressants [Lejeune et al., 1997, McCormick et Nandi, 1998,
Dalpiaz et al., 2000, Capdessus, 1992, Capdessus et al., 2000, Randall et al., 2001a,
Bouillaut et Sidahmed, 2001, Antoni et al., 2002a, Antoni et al., 2004, Raad, 2003].
Tout comme pour la stationnarite´, nous allons de´finir la cyclostationnarite´ a` l’ordre
n ≥ 1. Pour cela nous devons tout d’abord rappeler la de´finition des moments et cumulants
dans le contexte cyclostationnaire.
1.2.1 Moments et Cumulants
Puisque nous nous intere´ssons plus particulie`rement aux machines tournantes, nous
allons utiliser leur variable ge´ne´rique : l’angle θ au lieu du temps t. Pour plus de simplicite´,
nous nous limiterons aux vecteurs ale´atoires re´els. Le cas des vecteurs ale´atoires complexes
est traite´ notamment dans [Lacoume et al., 1997, Amblard et al., 1996].
Soit un vecteur ale´atoire X (θ) = [X1 (θ1) , · · · , XN (θN)] de dimension N a` valeurs
re´elles admettant comme fonction de re´partition FX (v, θ) (avec v = [v1, · · · , vN ] ∈ RN et
θ ∈ RN) de´finie par :
FX (v, θ) = P {X1 (θ1) ≤ v1, · · · , XN (θN) ≤ vN} (1.1)
Il est important de noter que nous travaillons pour l’instant sur des re´alisations de X
et que nous n’avons fait aucune hypothe`se quant a` l’ergodicite´. A partir de ce vecteur
ale´atoire, il est alors possible de de´finir la fonction caracte´ristique qui n’est autre que la
transforme´e de Fourier de la densite´ de probabilite´ (a` 2π pre`s).
ΦX (u, θ) , E
{
ejX(θ)
T u
}
(1.2)
=
∫
RN
ejv
T u dFX (v, θ) (1.3)
Ou` dFX (v, θ) de´signe la diffe´rentielle de la fonction de re´partition. Ici nous utilisons la
fonction de re´partition plutoˆt que la densite´ de probabilite´. En effet, a` une fonction de re´-
partition pourra correspondre une distribution de densite´ de probabilite´ (par exemple si la
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(b) 1980-2004 (source IEEE Explore - recherche limite´ au mot cle´ “cyclostationarity”)
Figure 1.4: Nombre d’articles sur la cyclostationnarite´ (1955-2004)
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fonction de re´partition est un e´chelon). Cette fonction de re´partition peut eˆtre de´compose´e
en une somme de deux termes et e´crite sous la forme :
FX (v, θ) = FXc (v, θ) + FXd (v, θ) (1.4)
FXc (v, θ) e´tant la partie continue et de´rivable, et, FXd (v, θ) une fonction de type esca-
lier. La premie`re fonction caracte´ristique correspondra a` une variable ale´atoire continue,
la deuxie`me a` une variable ale´atoire discre`te. Ainsi, cette formulation permettra de traiter
a` la fois le cas discret et le cas continu.
On de´finit e´galement la seconde fonction caracte´ristique par :
ΨX (u, θ) = ln ΦX (u, θ) (1.5)
Il est alors possible de de´velopper les fonctions caracte´ristiques en se´rie entie`re. Les
coefficients de ces se´ries permettront alors de retrouver les moments pour ΦX (u, θ) et les
cumulants pour ΨX (u, θ).
Moments
Pour tout n-uplet (i1, · · · , iN) ∈ RN tel que
∑N
n=1 in = k, le moment d’ordre k est
de´fini par :
E
{
N∏
n=1
X inn (θn)
}
=
∫
RN
N∏
n=1
vinn dFX (v, θ) (1.6)
On pourra retrouver e´galement les moments a` partir de la fonction caracte´ristique :
ΦX (u, θ) =
∞∑
k=0
jk
k!
E
{(
uTX (θ)
)k}
(1.7)
⇒ E
{∏N
n=1 X
in
n (θn)
}
= j−k
(
∂
∂u1
)i1 ( ∂
∂u2
)i2
· · ·
(
∂
∂un
)in
ΦX (u, θ)
∣∣∣∣∣
u=0
(1.8)
Comme on se place dans le cas de vecteurs ale´atoires, choisir un in > 1 e´quivaut a`
utiliser un vecteur ale´atoire contenant plusieurs fois la meˆme variable ale´atoire. On se
limitera donc a` k = N et in = 1 ∀n ∈ [1;N ]. On pourra alors de´finir la notation :
µX(k) (θ) , E
{
N∏
n=1
Xn (θn)
}
= (−j)N ∂
n
∂u1 · · ·uN ΦX (u, θ)
∣∣∣∣
u=0
(1.9)
Par exemple, la variance sera interpre´te´e comme la covariance de deux vecteurs iden-
tiques et pourra eˆtre note´e µ[X,X](k) (θ).
Dans le cas d’un vecteur ale´atoire, l’ordre (k) pourra eˆtre omis pour k = N .
Cumulants
En utilisant exactement la meˆme proce´dure mais a` partir de la seconde fonction carac-
te´ristique, nous obtenons les cumulants. Pour les meˆmes raisons, nous choisirons d’utiliser
les cumulants simples c’est-a`-dire avec in = 1 ∀n ∈ [1;N ]. Nous aurons alors :
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κX(k) (θ) , (−j)N ∂
n
∂u1 · · ·uN ΨX (u, θ)
∣∣∣∣
u=0
(1.10)
Il est important de noter que nous utilisons κX(k) (θ) et non κX(k) puisque nous ne
nous plac¸ons pas dans le contexte stationnaire. Pour un signal unidimensionnel, nous
avons κX(k) (θ) = κY (k) (θ) ou` Y est un vecteur contenant k fois la variable ale´atoire X :
Y = [X, · · · , X]︸ ︷︷ ︸
kfois
.
Relation moments cumulants
Il est possible d’exprimer les cumulants d’ordre N en fonction des moments a` l’aide de
la formule de Leonov et Shiryaev [Leonov et Shiryaev, 1959] en utilisant les I partitions
PNi = {ν1i , · · · , νqi} de l’ensemble {1, · · · , N} :
κX(N) (θ) =
I∑
i=1
(−1)qi−1 (qi − 1)! ·
qi∏
j=1
µXνji
(
θνji
)
(1.11)
Par exemple, a` l’ordre 2, on a PN1 = {{1, 2}} et PN2 = {{1} , {2}} d’ou` :
κX(2) (θ) = (−1)0 0!µX1,2
(
θ1,2
)
+ (−1)1 1!µX1 (θ1)µX2 (θ2)
= µX (θ)− µX1 (θ1)µX2 (θ2) (1.12)
On a e´galement :
κX(3) (θ) = µX (θ)
− µX1 (θ1) · µX2,3
(
θ2,3
)− µX2 (θ2) · µX1,3 (θ1,3)− µX3 (θ3) · µX1,2 (θ1,2)
+ 2µX1 (θ1) · µX2 (θ2) · µX3 (θ3) (1.13)
Ces formules se simplifient en utilisant des signaux centre´s1 pour lesquels
µXi(1) (θi) = 0 ∀i. Jusqu’a` l’ordre 3, le cumulant correspond au moment calcule´ sur le
signal centre´. Le contexte cyclostationnaire nous empeˆche de simplifier plus ces formules
puisque µX1(1) (θ1) 6= µX2(1) (θ2).
Cette formule montre que les cumulants d’ordreN de´pendent uniquement des moments
d’ordre infe´rieur.
Il est e´galement possible d’exprimer les moments a` partir des cumulants :
µX(N) (θ) =
I∑
i=1
qi∏
j=1
κXνji
(
θνji
)
(1.14)
On peut en de´duire :
µX(2) (θ) = κX (θ) + κX1 (θ1) · κX2 (θ2) (1.15)
µX(3) (θ) = κX (θ)
+ κX1 (θ1) · κX2,3
(
θ2,3
)
+ κX2 (θ2) · κX1,3
(
θ1,3
)
+ κX3 (θ3) · κX1,2
(
θ1,2
)
+ κX1 (θ1) · κX2 (θ2) · κX3 (θ3) (1.16)
1attention, on retranche ici la moyenne d’ensemble, qui, apre`s une hypothe`se de cycloergodicite´ pourra
eˆtre substitue´e par une moyenne synchrone
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Tout comme les cumulants, les moments d’ordre N ne sont lie´s qu’aux cumulants
d’ordre infe´rieur. Apre`s avoir de´fini les moments et cumulants, nous allons les utiliser afin
de caracte´riser les diffe´rents types de cyclostationnarite´.
L’utilisation des cumulants permet d’estimer des statistiques qui rendent compte des
proprie`te´s a` l’ordre N seul, alors que les statistiques issues des moments prennent en
compte tous les ordres de 1 a` N .
Par exemple, a` l’ordre 2, pour une variable ale´atoire X (θ), de moyenne µX (θ) qui
peut s’e´crire :
X (θ) = µX (θ) +Xc (θ) ou` Xc (θ) est la version centre´e de X (θ) (1.17)
Le cumulant d’ordre 2 est :
κ[X,X] (θ) = E {Xc (θ1)Xc (θ2)} ou` θ = [θ1, θ2] (1.18)
et le moment d’ordre 2 :
µ[X,X] (θ) = E {Xc (θ1)Xc (θ2)}+ µX (θ1)µX (θ2) (1.19)
L’e´quation (1.18) montre que le cumulant ne de´pend pas de la statistique d’ordre 1
contrairement au moment d’ordre 2 pour lequel la contribution a` l’ordre 1 est ajoute´e
(e´quation 1.19). Le cumulant a` l’ordre 2 retranche donc la contribution issue de l’ordre 1
et permet ainsi de se focaliser sur l’ordre 2.
1.2.2 Cyclostationnarite´ au sens strict
Soit {X (θ)}θ∈R un processus stochastique complexe ou re´el.
{X (θ)}θ∈R est dit cyclostationnaire au sens strict avec la pe´riode cyclique Θ si sa
fonction de re´partition est pe´riodique avec la pe´riode Θ :
FX (v1, · · · , vn; θ1, · · · , θn) = FX (v1, · · · , vn; θ1 + Θ, · · · , θn + Θ) ∀ n ∈ N∗ (1.20)
Que l’on peut e´crire de manie`re plus compacte :
FX (v, θ) = FX (v, θ + Θ) (1.21)
La de´finition de la stationnarite´ au sens strict peut eˆtre retrouve´e a` partir de cette
de´finition, en supprimant la notion de pe´riodicite´. Un processus stochastique {X (θ)}θ∈R
complexe ou re´el est dit stationnaire au sens strict si sa fonction de re´partition est inva-
riante pour tout changement de l’origine du temps :
FX (v, θ) = FX (v, θ + τ) , ∀τ ∈ RN (1.22)
De`s lors, comme tout signal stationnaire ve´rifie force´ment (1.21), la classe des signaux
stationnaires est incluse dans la classe des signaux cyclostationnaires et he´rite donc de
toutes ses proprie´te´s.
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1.2.3 Cyclostationnarite´ a` l’ordre n
{X (θ)}θ∈R est dit cyclostationnaire a` l’ordre n (CSn) avec une pe´riode cyclique Θ si
son moment d’ordre n existe, et est pe´riodique de pe´riode Θ = [Θ, · · · ,Θ] :
µX(n) (θ) = µX(n) (θ + Θ) (1.23)
1.2.4 Cyclostationnarite´ au sens large
{X (θ)}θ∈R est dit cyclostationnaire au sens large, s’il est cyclostationnaire conjointe-
ment a` l’ordre 1 et a` l’ordre 2.
La de´finition de la stationnarite´ au sens large peut eˆtre retrouve´e a` partir de cette
de´finition en supprimant la notion de pe´riodicite´ : {X (θ)}θ∈R est dit stationnaire au sens
large s’il est stationnaire a` l’ordre 1 et stationnaire a` l’ordre 2.
1.2.5 Cyclostationnarite´ pure et impure
De´finition
Soit un signal de´terministe x (θ) sinuso¨ıdal : x (θ) = sin (θ). Ce signal est cyclostation-
naire a` l’ordre 1 car il est pe´riodique. Son moment d’ordre n est :
µx(θ)(n) (θ1, · · · , θn) = sin (θ1) sin (θ2) · · · sin (θn) (1.24)
= x (θn)µx(θ)(n−1) (θ1, · · · , θn−1) (1.25)
Dans cet exemple tre`s simple, le moment d’ordre n est lie´ au moment d’ordre infe´-
rieur par x (θn). On a donc affaire a` un signal cyclostationnaire a` tous les ordres. On
ne pourra donc pas e´tudier se´pare´ment l’apport de chaque ordre. On parlera alors de
cyclostationnarite´ “impure” puisque CSn est une conse´quence de CSn−1.
A l’ordre 2, il est possible en travaillant sur le signal centre´ (c’est-a`-dire le cumulant)
de supprimer l’influence de l’ordre 1. Par exemple, pour un signal y (θ) = p (θ) + r (θ)
compose´ d’un signal p (θ) cyclostationnaire a` l’ordre 1 et d’un autre signal quelconque et
inde´pendant de p (θ), le cumulant d’ordre 2 ne de´pendra pas de p (θ) contrairement au
moment.
κy(θ)(2) (θ) = µ[y(θ)−p(θ)](2) (θ) = µr(θ)(2) (θ) (1.26)
µy(θ)(2) (θ) =
[
κy(θ)(1) (θ)
]2
+ κy(θ)(2) (θ) (1.27)
L’utilisation des cumulants au lieu des moments pourra alors eˆtre ge´ne´ralise´e aux
ordres supe´rieurs [Gardner et Spooner, 1994]. On parlera alors de cyclostationnarite´ “pu-
re” a` l’ordre n (note´ CSPn) puisqu’elle n’entrainera pas CSPn+1. On pourra alors carac-
te´riser la cyclostationnarite´ pour un ordre donne´ inde´pendamment des autres ordres.
A l’aide de l’e´quation 1.14, il est possible d’e´tablir les implications entre CSPn et CSn.
Cyclostationnarite´ impure a` l’ordre ... ... si
2 CSP2 ou CSP1
3 CSP3 ou CSP1
4 CSP4 ou CSP2 ou CSP1
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Illustration
Afin de montrer l’apport des cumulants, nous allons examiner un signal y (θ) issu
d’un moteur diesel 4 cylindres PSA XUD9 1905 cm3. Il a e´te´ acquis sous e´chantillonnage
angulaire et exploite´ dans [Antoni, 2000, Antoni et al., 2002a, Antoni et al., 2004]. Ce si-
gnal est cyclostationnaire puisque chaque e´ve´nement me´canique est lie´ a` la position du
vilebrequin. Ce signal peut eˆtre de´compose´ en [Braun et Seth, 1980] :
y (θ) = p (θ) + cs2 (θ) + n (θ) (1.28)
– p (θ) est une composante CS1 de pe´riode 4π (sur un moteur 4 temps le cycle corres-
pond a` deux tours de vilebrequin),
– cs2 (θ) est la composante cyclostationnaire a` l’ordre 2,
– un bruit re´siduel n (θ).
Les figures 1.5 a` 1.7 montrent l’apport des cumulants pour caracte´riser le signal a`
l’ordre 2. Le signal analyse´ ainsi que sa densite´ spectrale de puissance ont e´te´ ajoute´s sur
les bordures des figures. Parmi les 4 caracte´risations possibles du signal, nous avons choisi
la distribution de Wigner-Ville car c’est la transforme´e de Fourier d’un moment d’ordre 2.
Ce domaine permet de localiser facilement les e´ve´nements me´caniques. Les figures 1.5, 1.6,
1.7 montrent respectivement la distribution de Wigner-Ville associe´e au moment d’ordre
2 (corre´lation), a` la moyenne synchrone, et au cumulant d’ordre 2 (variance - on parle
alors de spectre de Wigner Ville). L’amplitude des signaux a e´te´ normalise´e avant les
traitements car les calibres utilise´s dans la chaˆıne de mesure n’e´taient pas disponibles.
Ainsi, nous utilisons ∝ m2/s4 pour indiquer que l’e´chelle est homoge`ne a` des m2/s4.
Les figures 1.6 et 1.7 mettent en e´vidence que la composante pe´riodique ou CS1 du
signal est beaucoup plus e´nerge´tique que la composante CSP2. En conse´quence, cette
composante domine et provoque des interfe´rences duˆes a` son caracte`re de´terministe qui
nuisent a` la lisibilite´. Dans la figure 1.7, il n’y a que la composante cs2 exempte de toutes
interfe´rence de´truite par moyennage synchrone de la contribution a` l’ordre 2. L’e´tude de
ces signaux dans [Antoni, 2000] a montre´ l’inte´reˆt de la partie CSP2 pour le diagnostic et
la localisation des de´fauts. Il est donc tre`s important et inte´ressant dans ce cas d’e´tudier
se´pare´ment la partie CS1 et la partie CS2.
Cet exemple montre que l’utilisation des cumulants permet d’analyser la contribution
de chaque ordre sans eˆtre geˆne´ par l’ordre pre´ce´dent. Jusqu’a` l’ordre 3, l’estimation des
cumulants est en the´orie assez simple puisqu’il suffit de travailler sur des signaux centre´s
(de´barrasse´s de leur moyenne synchrone). Nous verrons au cours de cette the`se, qu’en
pratique, il n’est pas toujours simple d’enlever cette moyenne (synchrone).
1.3 Extension de la cyclostationnarite´
La cyclostationnarite´ est tre`s inte´ressante pour e´tudier les machines tournantes puis-
qu’elle permet de prendre en compte le caracte`re cyclique d’un processus. Jusque la` nous
avons suppose´ une seule pe´riode cyclique. Or, il existe des processus ou des machines qui
posse`dent plusieurs cycles. Nous allons alors e´tendre la notion de cyclostationnarite´ afin
de l’adapter a` de tels cas.
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Figure 1.5: dWV base´e sur le moment
Figure 1.6: dWV de la moyenne synchrone
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Figure 1.7: sWV base´ sur le cumulant
1.3.1 Presque cyclostationnarite´
La presque cyclostationnarite´ (almost cyclostationary en anglais) [Gardner, 1978] est
base´e sur les fonctions presque pe´riodiques (ou p–pe´riodiques). De telles fonctions sont
e´tudie´es dans [Bass, 1971, Corduneanu, 1989].
Fonctions presque pe´riodiques
Une fonction f : R → C est dite p–pe´riodique sur C si, pour tout re´el ε > 0, il existe
un polynoˆme trigonome´trique pε (t) =
∑N
n=−N cne
jωnt (cn ∈ C, ωn ∈ R) tel que :
|f (t)− pε (t)| < ε ∀t ∈ R (1.29)
Ou` ωn est un ensemble de fre´quences qui ne sont pas force´ment harmoniques entre
elles.
On notera alors :
f (t) ≈ p (t) ou` p (t) est un polynoˆme trigonome´trique (1.30)
Si la se´rie de Fourier Bohr est uniforme´ment convergente, alors, on peut e´crire :
f (t) = p (t) (1.31)
Dans [Corduneanu, 1989], il est montre´ que la de´finition (1.29) implique que :
Pour tout re´el ε > 0, il existe un nombre l (ε) tel que tout intervalle de longueur l (ε)
contienne un nombre τ ve´rifiant :
|f (t+ τ)− f (t)| < ε ∀t (1.32)
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Cette formulation utilise´e dans [Lacoume et al., 1997] montre mieux l’aspect “pe´riodi-
que” avec l’utilisation de τ . Il est possible de construire une fonction presque pe´riodique
en ajoutant K fonctions pe´riodiques fk (θ) ayant des pe´riodes Tk non commensurables
entre elles2. Chacune des fonctions pe´riodiques fk (θ) admet alors une de´composition en
se´rie de Fourier :
fk (θ) =
∞∑
m=−∞
ak,m · e2pijmt/Tk (1.33)
Ou` ak,m est le coefficient associe´ a` la fre´quence m/Tk de la k
ie`me fonction fk (θ) de
pe´riode Tk. De`s lors, on pourra combiner les se´ries de Fourier associe´es a` chaque fonction :
f (θ) =
K∑
k=1
fk (θ) =
K∑
k=1
∞∑
m=−∞
ak,m · e2pijmt/Tk =
∞∑
n=−∞
cn · e2pijtνn (1.34)
Ou` cn est le coefficient associe´ a` la fre´quence νn. Chaque fre´quence νn correspond alors
a` une unique fre´quence m/Tk. On de´compose alors la fonction f (θ) sous forme d’une
se´rie. Ne´anmoins, comme les pe´riodes Tk sont incommensurables entre elles (dans notre
exemple), les fre´quences νn, range´es par ordre croissant, ne sont pas en progression line´aire.
Il ne s’agit donc plus d’une se´rie de Fourier puisque les νn ne sont pas les harmoniques
d’un meˆme fondamental mais d’une de´composition en se´rie de Fourier-Bohr. La fonction
f (θ) est alors une fonction presque pe´riodique. D’autre part, on ne peut plus e´crire f (t) =
f (t+ T ) puisqu’il n’existe aucune pe´riode commune entre les Tk, les fonctions presque-
pe´riodiques permettent ainsi de de´crire les fonctions comportant plusieurs pe´riodes sans
pe´riode commune.
Presque cyclostationnarite´ au sens strict
Un processus stochastique {X (θ)}θ∈R re´el est dit presque cyclostationnaire au sens
strict si sa fonction de re´partition est presque pe´riodique.
De´clinaisons de la presque cyclostationnarite´
Il sera alors possible de de´cliner la presque cyclostationnarite´ a` diffe´rents ordres en
remplac¸ant pe´riodique par presque pe´riodique. Ainsi, la presque cyclostationnarite´ au
sens large est de´finie dans [Gardner, 1978] par :
Un processus ale´atoire centre´ du second ordre a` parame`tres re´els et continus est
presque-cyclostationnaire au sens large si et seulement si, pour tout ε > 0, il existe un
nombre entier naturel Nε et un polynoˆme trigonome´trique a` l’ordre Nε dans L
∞ (R) qui
approxime uniforme´ment la fonction d’autocorre´lation pour X a` ±ε, c’est-a`-dire :
sup
τ∈R
∣∣∣∣∣CX,X (θ, τ)−
Nε∑
n=−Nε
cn (τ) exp (jωnθ)
∣∣∣∣∣ < ε, ∀θ ∈ R (1.35)
On a ainsi une autocorre´lation CX,X (t, τ) presque pe´riodique.
2Les fre´quences de l’ensemble {fi}i=1,··· ,q, q fini, sont incommensurables si :
∑q
i=1 βifi = 0 ⇒ βi =
0∀i (ou` les βi sont entiers).
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Alors que dans le contexte cyclostationnaire nous avions une pe´riode, nous avons ici
un ensemble de presque pe´riodes 1/ωn qui peuvent eˆtre quelconques. On peut alors en
mettant des contraintes sur ces presque pe´riodes faire apparaˆıtre des sous-ensembles des
signaux presque cyclostationnaires.
1.3.2 Polycyclostationnarite´
Parmi les fonctions presques pe´riodiques, les fonctions polype´riodiques vont nous per-
mettre de construire un sous-ensemble des processus presque cyclostationnaires : les pro-
cessus polycyclostationnaires. Nous allons tout d’abord de´finir la polype´riodicite´ :
Une fonction f : R → C est dite polype´riodique avec les fre´quences fondamentales
associe´es {νi}i=1,··· ,q si elle est presque pe´riodique, et si les fre´quences associe´es aux coef-
ficients de Fourier-Bohr cn sont toutes multiples des νi. L’ensemble {νi}i=1,··· ,q est tel que
q est fini et les νi sont incommensurables.
La polype´riodicite´ impose d’une part un nombre fini de fre´quences fondamentales in-
commensurables et n’est plus de´finie a` l’aide d’une convergence uniforme d’autre part. La
fonction f (θ) utilise´e pour illustrer les fonctions presque pe´riodiques sera donc polype´-
riodique si K est fini. Cette distinction permettra d’eˆtre plus proche de la re´alite´ ou` les
fre´quences fondamentales sont ge´ne´re´es par un nombre fini de proce´de´s physiques.
De´finition de la polycyclostationnarite´
Un processus stochastique {X (θ)}θ∈R re´el est dit polycyclostationnaire (POCS) avec
les pe´riodes cycliques Θi si sa fonction de re´partition est polype´riodique selon ces meˆmes
pe´riodes.
Nous allons inclure e´galement dans la polycyclostationnarite´ le cas ou` les Θi sont
rationnels entre eux (commensurables). De`s lors, il convient d’envisager 2 cas.
Pe´riodes cycliques rationnelles
Si les pe´riodes cycliques {Tn}n=1···N sont toutes rationnelles entre elles, il est possible
de trouver une pe´riode cyclique commune TC multiple de chacune des pe´riodes cycliques
Tn. De`s lors, l’ensemble des {νi} engendrera une fre´quence commune 1/TC .
Afin d’illustrer le calcul de la pe´riode commune nous allons nous baser sur un exemple
concret : les engrenages. La figure 1.11 pre´sente le multiplicateur utilise´ au LIS3 dans le
cadre de l’Action Incitative Diagnostic et Signal4. Le multiplicateur pre´sente´ sur la figure
1.8 est constitue´ de roues ayant respectivement n1 = 57 et n2 = 15 dents.
Les deux roues tournent a` des vitesses diffe´rentes, elles vont ge´ne´rer des signaux pe´-
riodiques de pe´riodes Θ1 = 2π et Θ2 = 2π · n2n1 . A chaque tour de la roue menante, il y
a 57 contacts entre les dents des deux roues (la roue menante engre`ne la roue mene´e).
Ne´anmoins, les dents en contact ne sont pas les meˆmes d’un tour a` l’autre. De plus, la
surface de chaque dent n’est pas rigoureusement identique et particulie`rement si il y a un
de´faut. De`s lors, le phe´nome`ne d’engre`nement va introduire une pe´riode commune ΘC . Le
3Laboratoire des Images et des Signaux, Grenoble
4des photos ainsi que des signaux sont disponibles sur http://www.lis.inpg.fr/la_recherche/
projets/proj21.htm
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Figure 1.8: Banc d’essais du LIS
terme ΘC correspondra a` l’angle ne´cessaire pour que l’engrenage revienne dans la meˆme
configuration (meˆmes dents en contact).
La pe´riode commune correspond a` un nombre de dents e´gal au plus petit commun
multiple (ppcm) de n1 et n2. Soit :
ΘC = Θ1 · ppcm (n1, n2)
n1
= Θ2 · ppcm (n1, n2)
n2
(1.36)
La figure 1.9 pre´sente des signaux issus de ce re´ducteur. Les bandes alternativement
noires et blanches indiquent respectivement, la pe´riode de rotation de l’arbre d’entre´e Θ1,
la pe´riode de rotation de l’arbre de sortie Θ2, et, la pe´riode commune ΘC . En regardant
attentivement les bandes, on ve´rifiera que l’on a une synchronisation des bandes tous les
ΘC degre´s. Dans notre cas, la pe´riode commune correspond a` λ = 5 tours de l’arbre
d’entre´e et a` β = 19 tours de l’arbre de sortie. En regardant la figure nous apercevons
nettement la pe´riode correspondant a` l’arbre d’entre´e qui module fortement le signal.
Cette forte modulation est due au tre`s mauvais e´tat du re´ducteur et plus particulie`rement
de la roue menante. La pe´riode commune est difficile a` de´celer sur cette figure.
Afin de mettre en e´vidence cette pe´riodicite´, le signal acce´le´rome´trique a e´te´ de´coupe´
en tranches correspondant a` un cycle commun. Les tranches e´tant ensuite affiche´es les
unes en dessous des autres (figure 1.10). La pe´riode commune est multiple des pe´riodes
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Figure 1.9: Signal polycyclostationnaire
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de rotation de l’arbre d’entre´e et de l’arbre de sortie. Il est donc possible de conside´rer
uniquement cette pe´riode comme le sugge`re la figure 1.10. Dans ce cas, le signal devient
cyclostationnaire, et, est beaucoup plus simple a` e´tudier, ne´anmoins, on ne prend plus en
compte la contribution de chacune des roues.
Nous allons donner un exemple qui va fortement nuancer cette approche, les signaux
proviennent d’un re´ducteur fabrique´ par la socie´te´ FOC-MANQUAT utilise´ au LASPI5.
La figure 1.11 montre une roue du re´ducteur (a` gauche), le re´ducteur (au milieu) ainsi
que son sche´ma cine´matique (a` droite). Soit ni le nombre de dents correspondant a` la i
e`me
roue, tel que i = 1 pour l’arbre d’entre´e, et I le nombre de roues. Pour notre re´ducteur,
nous avons n = [23, 62, 15, 70, 18, 59, 18, 61] et I = 8.
Pour ce type d’engrenage a` plusieurs e´tages, il y a de nombreuses pe´riodes de rotation :
on pourra ge´ne´raliser les de´veloppements pre´ce´dents a` chaque couple ou ensemble de roues
pour calculer des pe´riodes communes locales. Pour les engrenages a` plusieurs e´tages, l’angle
a` partir duquel l’engrenage revient dans la meˆme configuration va de´pendre de toute la
cine´matique (nombre de dents). En ge´ne´ralisant l’e´quation 1.36, on obtient une pe´riode
commune ΘC :
ΘC = Θ1
I/2∏
k=1
ppcm (n2k−1, n2k)
n2k−1
(1.37)
Afin d’illustrer cette formule, nous allons l’appliquer au re´ducteur du LASPI. Pour
voir l’e´volution de cette pe´riode en fonction du nombre d’e´tages du re´ducteur, nous allons
la calculer pour les 2 premie`res roues, les 4 premie`res, ...
Nombre de paires de roues prises en compte 1 2 3 4
Pe´riode commune (tours) 62 868 51 212 3 123 932
Dure´e (1500 trs/min) 3 s 35 s 34 min 1,5 jour
Nous constatons alors que plus le nombre d’e´tages du re´ducteur devient grand, plus
il est irre´aliste de travailler sur certaines pe´riodes communes tre`s grandes. Pour re´aliser
des statistiques base´es sur la pe´riode commune, il est ne´cessaire d’enregistrer un grand
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Figure 1.10: Superposition de pe´riodes communes
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Figure 1.11: Re´ducteur du LASPI
nombre de cycles. Une limite a` 30 cycles correspond a` une dure´e d’acquisition de 1 mois et
2 semaines. Cette proble´matique nous ame`nera a` de´finir plus loin la semicyclostationnarite´
et la pseudo-cyclostationnarite´. Conside´rer qu’un signal d’engrenage polycyclostationnaire
se re´duit a` un signal cyclostationnaire, ne fonctionne que pour des re´ducteurs ayant un
faible nombre d’e´tages.
En pratique, on se focalisera sur les pe´riodes cycliques que l’on souhaite e´tudier. Les
pe´riodes cycliques plus longues seront tronque´es lors de l’acquisition “trop courte”. Elles
n’apparaˆıtront donc plus en tant que pe´riodes mais comme un signal pseudo ale´atoire. Il
est donc important de ne pas perdre de vue que les re´sultats seront biaise´s (voir chapitre
3 pour plus de de´tails).
Pe´riodes cycliques non rationnelles (ou quasi-cyclostationnarite´)
Ce type de polycyclostationnarite´ est appele´ quasi-cyclostationnarite´ par Gardner
[Gardner, 1978].
La quasicyclostationnarite´ intervient par exemple, dans le signal ou` il y a pre´sence
d’une composante d’origine e´lectrique et d’une composante d’origine me´canique. La figure
1.12 pre´sente au centre un signal acquis par un ensemble capteur/conditionneur de mau-
vaise qualite´. Le capteur de type vibratoire e´tait pollue´ par le secteur a` 50 Hz. Ce signal
est donc quasicyclostationnaire. En se synchronisant sur la pe´riode cyclique me´canique, il
a e´te´ possible, par moyennage synchrone de se´parer la composante me´canique pe´riodique
de la composante e´lectrique. Cet exemple montre que les signaux quasicyclostationnaires
posent moins de proble`me que les signaux polycyclostationnaires pour l’estimation des
diffe´rentes composantes, puisque les exponentielles de Fourier associe´es aux diffe´rentes
fre´quences fondamentales ainsi qu’a` leurs harmoniques sont disjointes. Ne´anmoins, leur
se´paration devient de´licate si les fre´quences sont “relativement proches” (canaux non dis-
tincts sur une densite´ spectrale pour le pas d’e´chantillonnage utilise´).
C’est aussi le cas des signaux de machines asynchrones qui tournent a` une fre´quence
le´ge´rement infe´rieure a` la fre´quence du champ tournant (phe´nome`ne de glissement). Ce
champ tournant est lui meˆme lie´ a` la fre´quence d’alimentation par un coefficient cor-
respondant au nombre de paires de poˆles. De`s lors, les fre´quences associe´es aux signaux
e´lectriques et me´caniques sont situe´es a` des fre´quences tre`s proches et sont alors difficiles
a` distinger.
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Figure 1.12: De´composition d’un signal quasicyclostationnaire
1.3.3 Semicyclostationnarite´
Le concept de cyclostationnarite´ est essentiellement the´orique. Il est impossible de ve´-
rifier expe´rimentalement la cyclostationnarite´ en raison meˆme de la dure´e finie de toute
expe´rience. On propose alors d’adapter le concept de semistationnarite´ tel qu’il est pre´-
sente´ dans [Picinbono, 1994] aux signaux cyclostationnaires.
Soit :
– un domaine Dy = [θ1, θ2],
– un signal re´el cycloergodique et cyclostationnaire x (θ) de pe´riode cyclique Θ, et,
– un autre signal re´el y (θ) tel que :
y (θ) =
{
x (θ) pour θ ∈ Dy
0 ailleurs
(1.38)
Bien que y (θ) ne soit pas cyclostationnaire, car de dure´e finie, il ve´rifie cependant (1.21)
ou (1.23) si θ et θ + Θ sont dans Dy. On dit alors que y (θ) est semicyclostationnaire si
θ2− θ1 ≫ max (Θ, θc) ou` θc repre´sente les constantes “d’angles” du syste`me6. L’utilisation
de Θ sera importante pour les machines tournant“tre`s lentement”et, θc pre´dominera pour
les machines “rapides”.
La de´finition de la semistationnarite´ peut eˆtre retrouve´e en enlevant le pre´fixe cyclo
et en supprimant Θ au profit de la longueur de corre´lation tc. La longueur de corre´lation
est le temps a` partir duquel on conside`re que la fonction de corre´lation est nulle. Dans
le contexte cyclostationnaire tc ne peut eˆtre de´fini puisque la fonction d’autocorre´lation
est pe´riodique, c’est pourquoi nous le remplac¸ons par Θ et par θc. Ainsi, nous reprenons
l’ide´e qu’il est ne´cessaire de connaˆıtre le signal sur une dure´e supe´rieure aux constantes de
temps du syste`me afin de pouvoir tirer des conclusions pertinentes. Dans le cas des signaux
cyclostationnaires la fonction de corre´lation n’est pas de´croissante mais pe´riodique, on
pourra alors estimer la pe´riode suivante a` partir de la pe´riode pre´ce´dente.
En ge´ne´ral, lorsque l’on traite des signaux issus de l’expe´rimentation, on parle par
abus de langage de cyclostationnarite´ et d’estimation au lieu de semicyclostationnarite´.
Conside´rer un signal semicyclostationnaire signifie tout simplement que l’on a acquis suf-
fisamment de points pour l’analyser.
6E´tant donne´ que nous sommes dans le domaine angulaire, le terme constante “d’angle” a` e´te´ substitue´
au terme constante de temps.
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1.3.4 Pseudo-cyclostationnarite´
L’hypothe`se de semicyclostationnarite´ n’est pas toujours valide. Par exemple, si l’en-
registrement est trop court pour observer l’ensemble des pe´riodes cycliques, ou dans le cas
de re´ducteurs a` engrenage dont le rapport de re´duction est important. Le processus bien
que cyclostationnaire n’apparaˆıt pas en tant que tel sur le signal.
Par ailleurs, un signal peut apparaˆıtre cyclostationnaire pour une observation, donne´e
alors qu’il est non stationnaire. Lors d’une observation certains parame`tres apparaissent
constants (niveau d’huile, e´tat d’usure du syste`me, ...). Apre`s un certain temps (par
exemple 500 000 km pour des roulements de roue d’automobile), on peut noter l’e´volution
de parame`tres qui apparaissaient comme constants. D’autre part, certaines approxima-
tions ne seront plus valables (la fluctuation autour de la pe´riode moyenne sera de plus en
plus importante dans un proce´de´ de type marche ale´atoire comme les roulements). On a
donc ici une sorte de cyclostationnarite´ de´finie localement.
De tels signaux non semi-cyclostationnaires, seront appele´s pseudo-cyclostationnaires.
1.3.5 Cyclostationnarite´ floue
Jusqu’a` pre´sent les de´finitions ont e´te´ donne´es dans le domaine angulaire puisque la
variable ge´ne´rique des machines tournantes est l’angle. Ne´anmoins, il est courant d’utiliser
le temps pour e´chantillonner de tels signaux. Les signaux peuvent alors devenir non sta-
tionnaires et non cyclostationnaires a` cause des fluctuations de vitesse. Il est ne´anmoins
dommage dans ce cas de ne pas utiliser le fait que les signaux soient issus de machines
cycliques. C’est pourquoi nous avons propose´ de de´finir la cyclostationnarite´ floue afin de
re´tablir le lien avec la cyclostationnarite´.
Nous de´signerons sous le vocable “cyclostationnaire floue” les processus cycliques dont
le ou les pe´riodes cycliques sont variables qu’elles soient de´terministes ou ale´atoires.
Le chapitre 4 sera consacre´ a` l’e´tude de la cyclostationnarite´ floue.
1.4 Conclusion
Nous avons pre´sente´ dans ce chapitre les bases the´oriques de la cyclostationnarite´.
La figure 1.13 pre´sente une synthe`se des diffe´rents type de cyclostationnarite´ et leur lien
avec la (non)-stationnarite´ sous forme de diagramme de Venn. La figure 1.14 montre un
organigramme permettant de de´terminer facilement le type de cyclostationnarite´.
Les chapitres suivant pre´ciseront la notion de cyclostationnarite´. Dans le chapitre 2
nous allons pre´senter les diffe´rents types d’acquisitions (temporelle, angulaire), leurs avan-
tages et inconve´nients. Nous expliquerons e´galement comment induire la cyclostationna-
rite´ pour les signaux temporels. Le chapitre 3 montrera les aspects plus pratiques de la
cyclostationnarite´ et rapportera des exemples dans le cas des signaux d’engrenages.
Ensuite nous ferons le lien entre la variable angulaire utilise´e jusqu’a` pre´sent et la
variable temporelle a` l’aide de la cyclostationnarite´ floue. Cette dernie`re nous permettra
e´galement d’e´tudier les fluctuations de pe´riodes cycliques. Le chapitre 5 montrera comment
exploiter des signaux de roulements produisant des signaux cyclostationnaires flous.
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Figure 1.13: Diffe´rents types de cyclostationnarite´ et lien avec la (non)-stationnarite´
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Figure 1.14: De´termination du type de cyclostationnarite´
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Chapitre 2
Re-e´chantillonnage angulaire
D
ans le chapitre pre´ce´dent, la cyclostationnarite´ a e´te´ de´finie. Toutes les de´finitions ont
e´te´ introduites a` l’aide de la variable angulaire ; la variable ge´ne´rique des machines
tournantes. Ne´anmoins, les acquisitions dans le domaine angulaire dont nous rappellerons
leur mise en œuvre technique sont peu courantes. Nous proposerons donc des me´thodes
de re-e´chantillonnage en fonction de l’angle a` partir des signaux a` variable ge´ne´rique
temporelle. Ces me´thodes seront compare´es avec l’e´chantillonnage angulaire direct (plus
couteux et contraignant du point de vue expe´rimental).
2.1 E´chantillonnage angulaire “direct”
Le principe d’une chaˆıne d’acquisition angulaire est pre´sente´ sur la figure 2.1.
Un codeur angulaire fixe´ a` un arbre de la machine tournante permet d’obtenir une
information de position relative. Le codeur de´livre un signal carre´ dont la fre´quence est
un multiple de la fre´quence de rotation. Un top tour permet d’obtenir une position de
re´fe´rence utile pour la localisation.
Notre chaˆıne d’acquisition utilise un codeur optique incre´mental.
Si le codeur optique fournit un signal a` une fre´quence “trop e´leve´e” pour l’application
(4096 fronts montants/tours par exemple), il est possible de re´duire cette dernie`re a` l’aide
d’un diviseur de fre´quence (compteur utilise´ comme diviseur par 2n). Ce signal sera alors
Capteur(s)
(Accéléromètres,...)
Codeur optique
Horloge
* Sauf le filtre anti-repliement
Signaux
Carte
d’acquisition
Multiplicateur
Diviseur
de fréquence
Conditionnement*
Filtre anti-repliement
Asservi en fréquence
Machine
tournante
Figure 2.1: Chaˆıne d’acquisition angulaire
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utilise´ comme horloge externe par la carte d’acquisition. Au LASPI, nous utilisons souvent
512 ou 1024 points/tour.
Comme dans toute chaˆıne d’acquisition classique, les signaux issus des capteurs sont
conditionne´s, amplifie´s, puis pre´alablement filtre´s.
La vitesse de la machine tournante peut varier au cours du temps, aussi la fre´quence
d’e´chantillonnage ainsi que la fre´quence de Shanon/Nyquist varient e´galement. Il est donc
ne´cessaire de pouvoir changer la fre´quence du filtre anti-repliement au cours de l’acquisi-
tion pour suivre ces variations de fre´quence. Pour cela, il est possible d’utiliser un filtre
anti-repliement a` capacite´s commute´es dont la fre´quence de coupure de´pend d’une fre´-
quence externe. Sur le mate´riel utilise´ au LASPI, cette fre´quence doit eˆtre 100 fois plus
e´leve´e que la fre´quence de coupure du filtre. Un multiplicateur de fre´quence est alors
ne´cessaire.
Pour de faibles fluctuations de vitesse, il est possible de simplifier le syste`me. Dans
ce cas, la fre´quence du filtre anti-repliement est re´gle´e pour satisfaire la condition de
Nyquist correspondant a` la vitesse la plus faible. On e´conomise alors l’utilisation d’un
multiplicateur de fre´quence.
Un tel syste`me (avec ou sans multiplicateur) pre´sente des avantages importants :
– il fait re´ellement une acquisition angulaire, c’est la solution ide´ale,
– il n’est pas ne´cessaire de sur-e´chantillonner les signaux pour des post-traitements
(on ne surdimensionnera donc pas la carte d’acquisition).
Ne´anmoins, il pre´sente certains inconve´nients [Potter, 1990] :
– Il est beaucoup plus one´reux que les autres syste`mes et donc moins inte´ressant
commercialement.
– Les contraintes sur l’e´quipement re´duisent le choix (horloge externe, ...). La majorite´
des chaˆınes d’acquisition utilisent une horloge interne et ne disposent pas toujours
d’entre´e comple´mentaire permettant l’utilisation d’une horloge externe.
– Les multiplicateurs de fre´quence n’arrivent pas a` suivre les changements rapides de
vitesse.
– Il est ne´cessaire de fixer un codeur optique sur l’arbre de la machine tournante. Cette
ope´ration couˆteuse en temps, exclut l’utilisation de l’e´chantillonnage angulaire pour
un controˆle syste`matique des pie`ces dans une chaˆıne de montage en grande se´rie
(par exemple, fabrication de moteurs).
– Il est ne´cessaire d’avoir pre´vu l’utilisation d’un codeur optique (place, arbre dispo-
nible pour fixer le codeur).
Tous ces inconve´nients nous ont amene´s a` de´velopper des algorithmes de re-
e´chantillonnage a posteriori. Ces algorithmes permettent d’estimer le signal e´chantillonne´
angulairement a` partir d’un signal e´chantillonne´ temporellement [Bonnardot et al., ] en
exploitant un capteur de position, voire dans certaines applications aucun capteur.
2.2 Principe de l’e´chantillonnage angulaire a poste-
riori
Le re-e´chantillonnage angulaire a posteriori ou “order tracking” est une alternative
inte´ressante a` l’e´chantillonnage angulaire direct. Il n’est plus ne´cessaire d’investir dans
une instrumentation couˆteuse, et il est possible de travailler a` la fois dans le domaine
angulaire et dans le domaine temporel.
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Dans ce chapitre nous allons pre´senter une me´thode ge´ne´rale d’e´chantillonnage angu-
laire a posteriori. Des e´le´ments seront ensuite modifie´s afin de passer en revue les divers
algorithmes : du plus simple base´ sur l’utilisation du signal codeur, au plus e´labore´ ne
ne´cessitant pas de codeur optique.
La figure 2.2 montre le principe du re-e´chantillonnage a posteriori :
Outre le signal a` re-e´chantillonner x (n) (signal acce´le´rome`trique par exemple), un
signal p (n) contenant une information sur la position (le codeur optique par exemple)
est ne´cessaire. Ces deux signaux peuvent eˆtre identiques si on estime la position a` partir
du signal acce´le`rome`trique. Il est important de noter que ces signaux sont pre´alablement
acquis temporellement.
Le but de ce paragraphe e´tant de de´crire une me´thode ge´ne´rale de re-e´chantillonnage
nous conside´rons pour l’instant la partie estimation de position comme une boˆıte noire. En
effet, mis a` part cette partie, toutes les autres e´tapes sont les meˆmes pour les algorithmes
que nous allons pre´senter.
2.2.1 Estimation de la position et de la vitesse
Soit Te la pe´riode d’e´chantillonage. La suite ϕs (n) des positions de l’arbre corres-
pondant aux e´chantillons x (n) est tout d’abord estime´e a` l’aide de p (n). Cette e´tape
va changer selon la me´thode de re-e´chantillonnage employe´e. Elle fera l’objet d’un pa-
ragraphe entier. La position estime´e ou phase ϕˆs (n) (en radians) permet e´galement de
calculer la fre´quence instantane´e, c’est-a`-dire la vitesse de l’arbre a` l’aide de la relation :
frot (n) =
1
2π
· dϕs (t)
dt
∣∣∣∣
t=nTe
(2.1)
Ou` la notation |t=nTe signifie e´value´ en t = nTe.
La de´rivation pouvant eˆtre approxime´ dans le domaine discret par des diffe´rences.
2.2.2 Filtre anti-repliement
Le re-e´chantillonnage implique le respect des conditions de Nyquist. Malheureusement,
l’intervalle de temps entre chaque e´chantillon n’est pas constant. Le filtre anti-repliement
nume´rique est donc configure´ selon la plus basse fre´quence de rotation instantane´e ainsi
Estimationde position de l’arbre
js (n)
ja (n )
q
Vitesse
minimale
Filtre
anti-repliement
Accélération
x (n)
p (n)
x (n )
q
Rampe
(Incrément angulaire constant)
Interpolation
Accélération
Information
de position
Figure 2.2: Re-e´chantillonnage a posteriori
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que le nombre d’e´chantillons par tour de´sire´ apre`s re-e´chantillonnage spr. Le plus grand
intervalle de temps entre deux e´chantillons dans le domaine angulaire est donne´ par :
∆nmax =
1
spr ·min [frot (n)] en seconde (2.2)
De`s lors la fre´quence de Nyquist sera :
fNyquist =
spr ·min [frot (n)]
2
en Hz (2.3)
Il faudra prendre garde a` ne pas de´phaser le signal lors du filtrage en utilisant, de pre´-
fe´rence, un filtre RIF syme´trique (en compensant le retard pur) ou un filtre du type
forward-backward tel que la fonction “filtfilt.m” dans matlab. Le principe du filtrage
forward-backward est de filtrer une premie`re fois le signal, de le retourner, de filtrer la
version retourne´e puis de le retourner une nouvelle fois (figure 2.3). Ce type de filtrage
n’agit pas sur la phase mais e´le`ve au carre´ l’amplitude du filtre associe´.
Comme la fre´quence instantane´e est une estimation, la fre´quence de Nyquist est e´ga-
lement une estimation. L’utilisation d’une marge de se´curite´ doit alors eˆtre envisage´e.
En pratique, il est possible de contourner cette e´tape en choisissant spr tel que pour
la fre´quence d’e´chantillonnage fech : fNyquist >
fech
2
. Dans ce cas, l’intervalle entre deux
e´chantillons angulaires sera toujours infe´rieur ou e´gal a` l’intervalle entre deux e´chantillons
temporels et le filtrage ne sera plus ne´cessaire. Si les fluctuations de vitesse sont faibles,
la taille des signaux re-e´chantillonne´s est alors voisine de la taille des signaux temporels.
2.2.3 Interpolation
A l’aide de ϕs (n), il est possible par interpolation, d’estimer le signal acce´le`ro-
me´trique pour des positions d’arbre correspondant a` un incre´ment angulaire constant
ϕa (nθ) =
2pi
spr
· nθ. La figure 2.4 illustre ce proce´de´ pour un e´chantillon donne´.
Des algorithmes de´taille´s de diverses me´thodes d’interpolation se trouvent dans
[Press et al., 2002]. Nous rappellons ci-dessous les 3 me´thodes principales :
Fourier
L’interpolation de Fourier conside`re que le signal est a` bande limite´e et pe´riodique.
Ainsi, pour un signal correctement e´chantillonne´ (fre´quence d’e´chantillonnage supe´rieure
a` deux fois la bande du signal), il est possible de reconstruire le signal pour n’importe
quel instant en utilisant la formule :
X(
z)
X(
z)H
(z)
X(
1/z
)H
(1/
z)
X(
1/z
)H
(1/
z)H
(z)
X(
z)H
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H(z)
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Figure 2.3: Principe du filtrage “forward-backward”
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Figure 2.4: Interpolation
x (t) =
∞∑
n=−∞
x (n ·∆t) · sin [π (t− n ·∆t) /∆t]
π (t− n ·∆t) /∆t (2.4)
Cette interpolation bien qu’ide´ale, doit eˆtre adapte´e comme indique´ dans
[Candocia et Principe, 1998] car le nombre de termes est infini.
Interpolation polynomiale
L’interpolation polynomiale est base´e sur la formule de Lagrange qui utilise un poly-
noˆme d’ordre N − 1 pour interpoler N points :
xˆ (t) =
N∑
n=0
x (n ·∆t) · LNn (t) (2.5)
ou` :
LNn (t) =
N∏
i=0 6=n
t/∆t − i
n− i avec n = 0, · · · , N (fonction de base de Lagrange) (2.6)
L’interpolation de Lagrange n’impose pas de contrainte de continuite´ sur les de´rive´es.
Elle pourra ainsi ge´ne´rer des signaux interpole´s dont la de´rive´e pre´sente des discontinuite´s,
alors qu’en ge´ne´ral, les signaux re´els ont des de´rive´es continues. Ceci est un gros inconve´-
nient puisque la vocation de l’interpolation est d’estimer les valeurs du signal re´el et ne
doit donc pas supprimer ses proprie´te´s.
Splines
Les splines sont des morceaux de polynoˆmes connecte´s ensemble “sans a` coup”
[Unser, 1999]. L’ordre k des splines correspond a` l’ordre des polynoˆmes (par exemple,
pour k = 1, on utilise des droites). Le lissage entre chacun des polynoˆmes est as-
sure´ par une contrainte de continuite´ sur les splines et leurs de´rive´es jusqu’a` l’ordre
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k − 1. Des informations plus de´taille´es sur les splines peuvent eˆtre trouve´es dans
[Unser, 1999, de Boor, 2002, Lim et Macleod, 1996, McFadden, 1989, Unser et al., 1993].
Il est possible de conside´rer les splines comme des filtres et de calculer leur re´ponse
impulsionnelle (figure 2.5(a)) et fre´quentielle (2.5(b)) [McFadden, 1989].
Ces figures montrent le lien entre les splines et l’interpolation de Fourier. Pour
un ordre infini, la re´ponse impulsionnelle des splines tend vers le sinus cardinal et la
re´ponse fre´quentielle vers le filtre passe bas ide´al (cf. interpolation de Fourier dans
[Candocia et Principe, 1998]). D’une certaine manie`re, les splines peuvent eˆtre conside´re´es
comme des filtres passe-bas, mais il ne faut pas perdre de vue que la fre´quence de coupure
de ce filtre est la fre´quence de Nyquist du signal original (pour un ordre infini). Les splines
sont une fac¸on perfectionne´e de relier des points comme sur du papier millime´tre´ avec un
stylo : si le signal n’est pas correctement e´chantillonne´, les splines ne devineront pas les
points manquants.
Il existe d’autres me´thodes d’interpolation (fonction rationnelle, ...). Nous avons choisi
d’utiliser les splines car elles imposent des contraintes de continuite´, et elles se rapprochent
de l’interpolation de Fourier.
Le signal re-e´chantillonne´ angulairement x (nθ) est obtenu a` l’issue de l’interpolation.
Nous allons maintenant nous inte´resser a` l’estimation de la position de l’arbre.
2.3 Estimation de position
2.3.1 Utilisation du codeur ou du top tour
Des me´thodes base´es sur le codeur ou le top tour ont e´te´ de´crites et analyse´es dans
[Fyfe et Munck, 1997] (en utilisant des signaux synthe´tiques). Dans [Potter, 1990] et
[bru, 1995], il est possible de trouver une comparaison avec les anciennes me´thodes et
un exemple d’application commercial.
Ces me´thodes utilisent une chaˆıne d’acquisition temporelle. Le signal issu, soit du
codeur, soit du top tour (le plus souvent), est acquis en paralle`le avec les autres signaux.
Les autres e´tapes sont re´alise´es de manie`re logicielle.
Tout d’abord, le temps d’arrive´e de l’impulsion issue du codeur est calcule´ en uti-
lisant un de´tecteur de front montant. La me´thode la plus simple consiste a` de´tecter le
passage d’un seuil. Il est possible d’ame´liorer la pre´cision en prenant en compte les e´chan-
tillons suivants et pre´ce´dents afin de re´aliser une interpolation. La figure 2.6 compare ses
deux approches. Le signal avant e´chantillonnage est en pointille´ et les e´chantillons sont
repre´sente´s par des ronds. Cette figure montre clairement l’apport de l’interpolation. Il
est ne´cessaire d’utiliser une fre´quence d’e´chantillonnage e´leve´e vis a` vis de la bande pas-
sante des signaux me´caniques pour de´tecter avec pre´cision l’instant de franchissement du
seuil. On sur-e´chantillonne donc les autres signaux (seules quelques cartes d’acquisitions
permettent d’utiliser des fre´quences d’e´chantillonnage diffe´rentes pour certains canaux).
Une fois les impulsions de´tecte´es, la position de l’arbre est estime´e. Soit le nombre
d’impulsions par tour ppr fourni par le codeur (ppr = 1 dans le cas d’un top tour).
Chaque instant de´tecte´ correspond a` un incre´ment angulaire de ∆θ =
2pi
ppr
. Dans
[Fyfe et Munck, 1997], l’interpolation est faite a` l’aide d’un polynoˆme d’ordre 2 :
θ (t) = b0 + b1 · t+ b2 · t2 (2.7)
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La re´solution de cette e´quation fournit la position ou phase en fonction du temps et
donc ϕs (n) aux instants d’e´chantillonnage. Cette me´thode d’interpolation pourra eˆtre
remplace´e par des splines lorsque l’on n’a pas de contrainte de temps re´el. Il est alors
ensuite possible d’utiliser l’algorithme ge´ne´ral d’e´chantillonnage a posteriori.
Bien que l’interpolation ou` l’e´quation 2.7 soit capable de fournir la phase a` n’importe
quel instant, la pre´cision est limite´e par le nombre de points par tour. En effet, si le signal
tachyme´trique est un top tour, on ne pourra pas obtenir une pre´cision supe´rieure au tour.
La vitesse estime´e a` l’inte´rieur du tour sera donc une vitesse moyenne lisse´e. Il conviendra
donc de de´terminer le nombre de points par tour selon la finesse de l’analyse choisie ou
des contraintes mate´rielles. Un re-e´chantillonnage au top tour permettra d’obtenir des
signaux avec un nombre constant de points par tour, mais ne compensera pas les varia-
tions de vitesse a` l’inte´rieur du tour. De`s lors, ces variations de vitesse non compense´es se
retrouveront dans la contribution re´siduelle (c’est-a`-dire non pe´riodique du signal). Nous
e´tudierons la diffe´rence entre les signaux top tour et codeur optique plus loin. Fort heureu-
sement les fluctuations de vitesse restent faibles (quelques pour mille voire quelques pour
cent), de`s lors, la contribution re´siduelle engendre´e sera de faible e´nergie. Ne´anmoins,
cette erreur deviendra de plus en plus pre´judiciable pour des me´thodes de diagnostic
travaillant en “hautes fre´quences” (relativement au signal tachyme´trique) puisque la re-
construction sera base´e sur un signal basse fre´quence dans le cas d’un top tour. Dans
[Fyfe et Munck, 1997], il est conclu qu’en the´orie l’augmentation du nombre de points
par tour doit apporter une ame´lioration. Ne´anmoins, il n’a e´te´ trouve´ aucun test pour
e´tayer cet argument. Cela s’explique notamment par l’inertie de la machine qui limite
les fluctuations de vitesse haute fre´quence, en agissant comme un filtre passe bas. Cette
limitation re´duit le nombre de points par tour minimal ne´cessaire pour obtenir de “bons
re´sultats”.
Une me´thode hybride a e´te´ propose´e dans [Bossley et al., 1999] : K.M. Bossley propose
d’adjoindre a` la carte d’acquisition un compteur rapide (c’est-a`-dire un trigger analogique).
La de´tection du top tour n’e´tant plus faite de manie`re logicielle mais mate´rielle, il n’est
donc plus ne´cessaire de sur-e´chantillonner le signal. De plus, comme les mesures sont faites
de manie`re externe elles sont plus pre´cises.
Une implantation temps re´el de cette me´thode peut eˆtre trouve´e dans [Crapart, 1995].
Ces techniques ne ne´cessitent plus de chaˆıne d’acquisition angulaire mais imposent
encore l’utilisation d’un codeur. C’est pourquoi nous proposons de nouvelles me´thodes
exploitant l’information contenue dans le signal acce´le´rome`trique [Bonnardot et al., ] et
[Bonnardot et al., 2004b]. Les me´thodes suivantes ont e´te´ de´veloppe´es pour des signaux
d’engrenages.
2.3.2 De´modulation autour de la fre´quence d’engre`nement
Cette me´thode repose sur l’utilisation du signal acce´le´rome`trique (moyennant certaines
contraintes notamment sur les variations de vitesse). La fre´quence d’engre`nement re´sultant
des contacts entre les dents est utilise´e afin de de´terminer la position de l’arbre.
Mode`le d’un engrenage
Le mode`le pre´sente´ par McFadden dans [McFadden, 1986] et plus re´cemment dans
[Wang, 2001] est utilise´ :
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x (n) =
M∑
m=0
Xm [1 + am (n)] · cos [2πmTf1n+ Φm + bm (n)] (2.8)
Ou` :
– f1 est la fre´quence de rotation de
l’arbre,
– T est le nombre de dents de la roue
pre´sente sur l’arbre d’entre´e,
– Tf1 est la fre´quence d’engre`nement,
– m est le nume´ro de l’harmonique de la
fre´quence d’engre`nement (m=1 pour
le fondamental),
– Xm est l’amplitude de l’harmonique
de fre´quence mTf1,
– Φm est la phase initiale,
– am (n) et bm (n) sont les fonctions de
modulation d’amplitude et de phase.
Les fonctions am (n) et bm (n) sont induites par la rotation des deux roues et com-
portent e´galement des informations sur leurs imperfections (dans le mode`le original, elles
e´taient utilise´es pour repre´senter un de´faut local d’une dent). De`s lors, am est compose´e
de deux signaux pe´riodiques selon la pe´riode de rotation de la roue menante et de la roue
mene´e ( 1
f1
et 1
f2
). Plus de de´tails concernant les signaux vibratoires sont re´pertorie´s dans
[Randall, 1982] et [El Badaoui et al., 2001].
La figure 2.7 montre le spectre d’un tel signal sans fluctuation de vitesse (banc d’essais
du LASPI). Il est compose´ :
– d’un pic a` la fre´quence d’engre`nement fmesh = Tf1 et ses harmoniques m · fmesh
(mis en e´vidence par un cercle sur la figure 2.7),
– de bandes late´rales : pics espace´s de q · f1 (marqueur carre´ sur la figure 2.7) et de
(p · f2) (croix sur la figure 2.7) aux alentours de la fre´quence d’engre`nement (et de ses
harmoniques) m · fmesh. Ces bandes late´rales sont dues a` la modulation d’amplitude
am (n) du signal d’engre`nement par les roues.
x (n) est ensuite convolue´ avec la re´ponse de la structure me´canique.
D’apre`s le mode`le, la fre´quence de l’arbre f1 et donc sa position (ou phase) est contenue
dans la version temporelle du signal. Il sera alors exploite´ afin d’estimer la position de
l’arbre en vue de faire du re-e´chantillonnage angulaire.
Estimation de position et de vitesse
Afin de prendre en compte les fluctuations de vitesse, il est ne´cessaire de remplacer f1
par f1 (n) dans 2.8. Chaque fre´quence note´e sans (n) sera maintenant conside´re´e comme
une fre´quence moyenne. La modulation de phase bm (n) sera alors interpre´te´e comme une
fluctuation de vitesse et sera incluse dans f1 (n). Nous ne nous inte´ressons pas ici au
syste`me de type broyeur de pierres ou` la vitesse est fortement lie´e aux pierres concasse´es
c’est-a`-dire a` la charge. Nous conside´rons e´galement que le re´gime est e´tabli. Le mode`le
devient alors :
x (n) =
M∑
m=0
Xm [1 + am (t)] · cos
[∫ t
0
2πmTf1 (t) dt+ Φm
]∣∣∣∣∣
t=nTe
(2.9)
Un filtre passe bande centre´ sur la fre´quence d’engre`nement (ou une de ses harmo-
niques) m · fmesh et excluant les bandes late´rales et autres perturbations permet d’isoler
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Figure 2.7: Spectre d’un signal d’engrenage sans fluctuation de vitesse
la fre´quence d’engre`nement (ou une de ses harmoniques). Le re´glage de la bande passante
doit eˆtre re´alise´ en observant le spectre avec une bonne re´solution fre´quentielle.
Comme la vitesse fluctue avec le temps, les pics sont remplace´s par une distribution
autour de la fre´quence moyenne, des “collisions” sont alors possibles entre les harmoniques
et les bandes late´rales dans le spectre (cf. figure 2.8 pour un cas extreˆme issu du banc
d’essais du LIS avant changement des engrenages). Si les variations de vitesse sont trop
importantes, le motif associe´ a` la fre´quence d’engre`nement va recouvrir les bandes late´rales
rendant impossible l’estimation a` l’aide de notre me´thode. En effet, apre`s le filtrage passe
bas, deux fre´quences seront pre´sentes au lieu d’une.
Afin d’e´tudier l’effet de la variation de vitesse sur le filtre, nous allons conside´rer une
variation de fre´quence maximale δf . Dans un contexte stochastique, il peut eˆtre de´licat de
parler de maximum. De`s lors, nous pourrons, au lieu d’utiliser le maximum, caracte´riser
cette variation en mesurant son e´cart type. Par exemple, dans le cas gaussien, interpre´ter
δf comme deux fois l’e´cart-type de la fluctuation de vitesse, permettrait de prendre en
compte 90 % de la distribution de la vitesse.
Soit Tmax, le nombre maximal de dents des deux roues (menantes et mene´es), f1 la
vitesse minimale moyenne, et, m l’harmonique de fmesh utilise´e. La fluctuation maximale
de vitesse qui ne cause pas de recouvrement est :
δfmax =
f1
1 + 2mTmax
≈ f1
2mTmax
(2.10)
Par exemple, pour m = 1, si la fre´quence de rotation de l’arbre est de f1 = 23.6 Hz, si
la seconde roue a` Tmax = 62 dents (1
er e´tage de l’engrenage du LASPI), la fluctuation de
vitesse maximale pour l’arbre d’entre´e sera de 0.1 Hz ou 0.4 % de f1. Plus l’harmonique
est e´leve´e, plus la bande deviendra e´troite. Cet exemple montre l’inconve´nient majeur
de cette me´thode : elle impose une fluctuation de vitesse faible. Si cette contrainte est
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Figure 2.8: Spectre d’un signal d’engrenage avec fluctuation de vitesse
respecte´e, le filtre va extraire exclusivement et en totalite´ l’harmonique d’engre`nement
choisie. Il est important de pre´ciser que la fre´quence des variations de vitesse obtenue
ne peut exce´der la demi-largeur de bande qui est infe´rieure a` la fre´quence de rotation la
plus basse (si l’on respecte la condition 2.10). En conse´quence, les variations de vitesse a`
l’inte´rieur du tour sont invisibles : les possibilite´s de re-e´chantillonnage par cette me´thode
sont e´quivalentes au top tour.
y (n) = Xm · cos
[∫ t
0
2πmTf1 (t) dt+ Φm
]∣∣∣∣
t=nTe
(2.11)
Si la fluctuation de vitesse est trop importante, nous aurons une version erronne´e de
la variation de vitesse au lieu de f1 (n).
L’extraction de la phase instantane´e ou position de l’arbre est re´alise´e graˆce au signal
analytique :
sa (n) = Xm · exp
[∫ t
0
2πjmTf1 (t) dt+ jΦm
]∣∣∣∣
t=nTe
ou` j2 = −1 (2.12)
Son utilisation n’est valide que si le signal ne contient qu’une composante fre´quentielle
comme exige´ pre´ce´demment (voir [Boashash, 1992] pour plus d’information). La phase
de´balle´e (c’est-a`-dire dans R et non ]−π, π]) est ensuite extraite de ce signal (complexe) :
φ (n) =
[∫ t
0
2πmTf1 (t) dt+ Φm
]∣∣∣∣
t=nTe
(2.13)
La position angulaire de l’arbre de l’engrenage est obtenue en divisant cette phase par
le nombre de dents ainsi que par le rang de l’harmonique utilise´e :
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ϕs (n) =
φ (n)
mT
=
[∫ t
0
2πf1 (t) dt+
Φm
mT
]∣∣∣∣
t=nTe
(2.14)
La connaissance de la cine´matique de l’engrenage (nombre de dents de chaque roue)
est ne´cessaire pour calculer la fre´quence d’engre`nement, mais ce n’est pas un inconve´nient
car sa connaissance est en ge´ne´rale requise pour faire du diagnostic.
Influence du bruit
Le mode`le d’engre`nement pre´sente´ dans (2.8) et sa version filtre´e (2.11) ne font pas
apparaˆıtre de bruit. On suppose donc implicitement que ce dernier est ne´gligeable. Nous
allons maintenant e´tudier l’influence du bruit en faisant quelques hypothe`ses. Le signal
apre`s filtrage sera mode`lise´ par :
sa2 (n) = Xm · ejφ(n) + b (t) (2.15)
Ou` le deuxie`me terme b (t) repre´sente le bruit. Ce terme pourra eˆtre e´crit sous la forme
b (t) = a (n) · ejβ(n) sans aucune restriction sur la phase β (n). On pourra donc interpre´ter
sa2 ge´ome´triquement comme une somme de deux vecteurs. Afin de pouvoir de´finir un
rapport signal a` bruit, nous nous placerons dans le pire des cas, c’est-a`-dire a (n) = α ou`
α est l’amplitude maximale. Le rapport signal a` bruit rsb sera alors de´fini par :
rsb = 20 · log10
(
Xm
α
)
(2.16)
La figure 2.9 repre´sente graphiquement sa2 (n) pour un e´chantillon n donne´. Il existe
deux cas.
– Si Xm > α (rsb > 0 dB), le vecteur associe´ aux valeurs possibles du bruit de´crit un
cercle de diame`tre α. L’erreur de phase maximale δmax correspond alors a` l’angle
entre Xm et la tangente au cercle passant par l’origine. On aura donc une erreur de
phase maximale :
Figure 2.9: Interpre´tation graphique de l’erreur sur la phase
36
2.3. ESTIMATION DE POSITION
δmax = arcsin
(
α
Xm
)
(2.17)
= arcsin
(
10−rsb/20
)
(2.18)
– Si Xm < α (rsb < 0 dB), le bruit majoritaire impose sa propre phase. La phase n’a
donc plus aucune signification.
La figure 2.10 montre l’erreur de phase maximale commise en fonction du rapport
signal sur bruit. Elle est tre`s sensible au bruit puisque pour rsb = 20 dB, l’erreur est de
5.7 .˚ Ne´anmoins, il ne faut pas perdre de vue que la phase est estime´e a` partir d’une
fre´quence d’engre`nement. De`s lors, cette erreur est divise´e, d’une part par le rang de
l’harmonique et d’autre part par le nombre de dents de l’arbre, soit une pre´cision de
5.7
4×23 = 0.06˚sur notre banc d’essai si on se base sur l’harmonique 4 · fmesh.
L’estimation de position base´e sur la de´modulation autour de la fre´quence d’engre`-
nement exploite un mode`le de signal d’engrenages mais ne prend pas en compte l’aspect
cyclostationnaire. En observant les signaux acce´le´rome`triques issus d’engrenages, l’ide´e
de recaler (ou synchroniser) les cycles les uns par rapport aux autres afin de re´duire les
fluctuations de vitesse nous est apparue de manie`re assez intuitive. Le paragraphe suivant
pre´sente cette me´thode.
2.3.3 Utilisation de similitudes
Les signaux vibratoires d’engrenage sont cyclostationnaires dans le domaine angulaire.
La contribution cyclostationnaire a` l’ordre 1 (pe´riodique) repre´sentant une part impor-
tante de l’e´nergie du signal, nous avons eu l’ide´e de tirer parti des similitudes d’aspect
entre les cycles.
Le champ d’application de cette me´thode est beaucoup plus e´tendu que la me´thode
pre´ce´dente limite´e aux engrenages : cette me´thode est valable pour tous signaux pre´sentant
une composante cyclostationnaire a` l’ordre 1 (similitudes).
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Figure 2.10: Erreur de phase en fonction du rapport signal a` bruit
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Mode`le
Un engrenage contenant plusieurs e´tages posse`de plusieurs pe´riodes cycliques Ti dans
un rapport rationnel entre elles. Chacune d’elle est un diviseur d’une pe´riode com-
mune Tcom. Pour faire apparaˆıtre les similitudes, le signal acce´le´rome`trique sera mode´lise´
par la somme de contributions pe´riodiques provenant de chacune des roues de pe´riodes
{T1, · · · , Tj}. Les interactions entre chacune des roues, les contributions des autres com-
posantes me´caniques et le bruit seront contenus dans un terme b (θ). On pourra alors
utiliser l’approximation suivante :
x (θ) ≈
J∑
i=1
pi (θ) ∗ Ti + b (θ) (2.19)
Ou` Ti est un peigne de Dirac convolue´ au signal pi (θ) e´mis pendant un tour de
la ie`me roue. Il est alors possible d’interpre´ter chaque pe´riode comme un e´cho de la pre-
mie`re. C’est pourquoi nous proposons d’utiliser un de´tecteur d’e´chos tel que le cepstre
[Bonnardot et al., 2004b].
Afin de pouvoir de´crire la me´thode de re-e´chantillonnage, nous allons tout d’abord
introduire le cepstre et pre´senter quelques unes de ses proprie´te´s de manie`re rapide.
Le cepstre
L’efficacite´ du cepstre pour l’analyse vibratoire des machines tournantes a e´te´
de´montre´e par R.B. Randall en 1975 dans [Randall, 1975] et plus re´cemment dans
[El Badaoui et al., 2004].
Le cepstre a e´te´ introduit par Bogert afin de de´tecter des e´chos. Il a e´te´ de´fini par :
s˜ (t) = TF−1 [Ln |TF (s (t))|] ou` TF correspond a` la transforme´e de Fourier (2.20)
La variable t dans s˜ (t) n’est plus appele´e temps mais que´frence.
Proprie´te´s du cepstre
Ce paragraphe liste les proprie´te´s du cepstre, leurs de´monstrations sont faites notam-
ment dans [El Badaoui, 1999].
1. Le cepstre transforme la convolution (note´e ∗) en addition :
si s (t) = x (t) ∗ y (t) (2.21)
alors s˜ (t) = x˜ (t) + y˜ (t) (2.22)
2. Le cepstre d’un signal de dure´e finie est de dure´e infinie
3. Cepstre d’un e´cho simple :
Un signal sea,g (t) entache´ d’e´cho (de´calage) peut eˆtre mode`lise´ par :
sea,g (t) = s (t) ∗ [δ + g · δa] (2.23)
= s (t) ∗ ea,g (t) (2.24)
ou` ea,g (t) est le terme d’e´cho simple de de´calage a et de gain g
38
2.3. ESTIMATION DE POSITION
Un tel signal a pour cepstre :
s˜ea,g (t) = s˜ (t) + e˜a,g (t) (2.25)
Ou` :
e˜a,g (t) =
∑
n∈Z∗
(−1)(n−1)
2 |n| · δna (2.26)
La figure 2.11 montre le cepstre d’un tel signal. Comme on peut le constater sur la
figure, s˜ (t) est fortement de´croissant et confine´ a` l’origine. La pre´sence du peigne
alterne´ e˜a,g, fait du cepstre un outil tre`s inte´ressant pour la de´tection d’e´chos.
4. Le cepstre est d’autant plus sensible que le signal de base s (t) est de type large
bande. La figure 2.12 montre le cepstre d’un bruit blanc ajoute´ a` sa version de´cale´e.
Par ailleurs, on comprend bien qu’une sinuso¨ıde ajoute´e a` sa version de´cale´e reste
une sinuso¨ıde et que le cepstre sera donc incapable d’y voir un e´cho.
5. Cepstre d’un e´cho multiple :
Il est possible de ge´ne´raliser la mode`lisation pre´ce´dente afin d’introduire l’e´cho mul-
tiple note´ :
ema,N =
N−1∑
n=0
δna pour N − 1 e´chos (2.27)
Un signal sema,N entache´ d’e´chos multiples peut alors eˆtre mode´lise´ par :
sema,N (t) = s (t) ∗ ema,N (t) (2.28)
Dans ce cas son cepstre est :
s˜ema,N (t) = s˜ (t) + ˜ema,N (t) (2.29)
Ou` :
˜ema,N (t) = −
∑
n∈Z∗
1
2 |n|δnNa +
∑
n∈Z∗
1
2 |n|δna (2.30)
C’est-a`-dire un peigne positif de´croissant au pas a plus un peigne ne´gatif de´crois-
sant au pas Na. La taille des signaux e´tant de l’ordre de Na, le peigne ne´gatif est
entie`rement replie´, donc, inexploitable.
Lorsque le signal contient M termes d’e´chos multiples, son cepstre contient M
peignes positifs de´croissants au pas correspondant (figure 2.13). La somme des pre-
miers pics des M peignes est e´gale a` 0.5 et la distribution des amplitudes est celle
de la racine carre´e de l’e´nergie des motifs auxquels chaque peigne est convolue´.
6. Influence du bruit :
Le bruit diminue l’amplitude des diracs. L’amplitude du premier pic de e˜a,g ou e˜ma,N
est de 0.5 dans le cas non bruite´. Dans le cas bruite´, cette valeur est multiplie´e par
1
1+B
ou` B est l’e´cart type du bruit suppose´ blanc [El Badaoui, 1999]. Ainsi, plus le
signal sera bruite´, plus les diracs seront noye´s dans le bruit de fond du cepstre, et
plus leur de´tection sera ardue.
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Figure 2.11: Cepstre d’un e´cho simple
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7. Distribution des de´calages :
Si le de´calage est distribue´ autour d’un de´calage moyen a, le terme d’e´cho est note´ :
ea,g = δ + g ∗ δa (2.31)
ou` g repre´sente cette distribution. Alors, il admet comme cepstre
[Fournel et al., 1992] :
e˜a,g =
∑
n∈Z
(−1)n−1
2 |n| g
∗n (t) ∗ δna (2.32)
Ou` g∗n (t) correspond a` g (t) convolue´ n− 1 fois avec lui meˆme.
Dans un e´cho multiple, si les pics du cepstre sont distribue´s, le premier pic du cepstre
reproduit cette distribution.
Tout l’inte´reˆt du cepstre re´side dans l’homomorphisme : les motifs pe´riodiques ainsi
que la re´ponse impulsionnelle de la structure contenus dans p˜i (θ) se trouveront surtout
au de´but du cepstre (leur contribution de´croˆıt assez vite), et seront nettement diffe´rencie´s
des diracs associe´s a` la pe´riodicite´. La figure 2.14 montre les premiers points du cepstre
d’un signal d’engrenage. On distingue clairement les pics associe´s a` l’arbre d’entre´e n · T1
et a` l’arbre de sortie m · T2.
Estimation de position base´e sur le cepstre
L’emploi du cepstre, sur des signaux temporels avec des fluctuations de vitesse,
contraint a` se limiter a` un e´cho, c’est-a`-dire, deux tours de l’arbre e´tudie´. En effet, utiliser
plus de tours contribuerait d’une part a` remplacer les diracs par une distribution disper-
sant l’e´nergie et d’autre part, fournirait une position moyenne´e sur plusieurs tours alors
que l’on veut estimer une position instantane´e. L’utilisation du cepstre sur 2 tours permet
en the´orie d’obtenir l’e´quivalent d’un top tour puisque la position est estime´e pour chaque
tour.
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Figure 2.14: Cepstre d’un signal d’engrenage
A priori, le cepstre pourrait eˆtre calcule´ sur une feneˆtre glissante afin d’estimer le
“de´calage”entre le ke`me tour et le (k + 1)e`me tour. Un calcul par inte´gration permettant d’en
de´duire la phase. Ne´anmoins, l’inte´gration produirait une accumulation des impre´cisions
de positions locales et serait pre´judiciable au re-e´chantillonnage. C’est pourquoi nous
allons prendre le signal acce´le´rome`trique du premier tour comme re´fe´rence et le comparer
successivement aux autres tours.
La me´thode est pre´sente´e sur la figure 2.15. Cette me´thode ne´cessite la connaissance
de la pe´riode approximative de rotation de l’arbre d’entre´e T1 obtenue en calculant le
cepstre sur tout le signal (T1 est alors le centre de gravite´ du 1
er pic du cepstre).
– Le signal est tout d’abord de´coupe´ en blocs de taille T1 correspondant environ a` un
tour.
– Pour estimer la phase instantane´e du ie`me bloc, nous cre´erons un signal compose´ du
1er bloc de taille T1 et du i
e`me bloc de taille le´ge`rement supe´rieure mis coˆte a` coˆte.
– Malheureusement, cet assemblage produit ine´vitablement une discontinuite´ a` la-
quelle le cepstre est sensible. Cette discontinuite´ peut eˆtre repre´sente´e sous la forme
d’un e´cho simple correspondant au de´calage T1. En raison de sa sensibilite´ aux mo-
tifs large bande, le cepstre de cette discontinuite´ peut eˆtre plus important que celui
recherche´ associe´ a` un signal compose´ en majeure partie de sinuso¨ıdes (cf. figure
2.16). La solution a` ce proble`me est d’utiliser la valeur absolue du signal afin de
cre´er beaucoup plus de discontinuite´s soumises au de´calage recherche´.
– Le signal est alors prolonge´ par des 0 pour e´viter le phe´nome`ne de recouvrement duˆ
a` la taille infinie du cepstre [El Badaoui, 1999], puis le cepstre est calcule´ a` l’aide de
l’e´quation (2.20).
– On obtient alors un pic situe´ a` l’abscisse correspondant au de´calage recherche´ (proche
de T1). Apre`s traitement de tous les blocs, on a une suite de de´calages distribue´s
autour de T1 (si l’on e´tait de´ja` dans le domaine angulaire, toutes ces abscisses se-
raient e´gales a` T1). Pour donner de la robustesse a` l’algorithme, la recherche du
de´calage sera restreinte a` l’inte´rieur d’une zone d’inte´reˆt autorisant une fluctuation
de quelques e´chantillons par rapport au de´calage pre´ce´dent. Plusieurs maximums
locaux seront de´tecte´s et le plus proche de la pe´riode pre´ce´dente sera retenu. Un
sur-e´chantillonnage des signaux permettra d’ame´liorer l’estimation de l’abscisse du
pic.
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Figure 2.15: Estimation de position a` l’aide du cepstre
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– La phase ou la position angulaire de l’arbre d’entre´e (en rad/s) associe´e au ie`me bloc
de taille T1 est estime´e a` partir de la position du pic par :
ϕˆs [T1 (i− 1)] =
(
i− 1− pˆi
T1
)
· 2π (2.33)
– Les points manquants pour la version discre`te ϕˆs (n) seront estime´s par interpolation
spline cubique.
On utilisera ensuite l’algorithme ge´ne´ral de re-e´chantillonnage a posteriori pour obtenir
le signal dans le domaine angulaire.
Comme ce sont des de´calages entre tours qui sont utilise´s, l’estimation de position est
e´quivalente a` un top tour.
De l’autocorre´lation au cepstre robuste
L’atout majeur du cesptre par rapport a` l’autocorre´lation est de simplifier la de´tec-
tion des de´calages graˆce a` des pics tre`s e´troits, ne´anmoins, il reste sensible au bruit. La
corre´lation quant a` elle concentre le bruit au retard τ = 0 mais est e´galement un outil
re´pute´ pour la de´tection de retard. Le retard est mate´rialise´ par le maximum d’un motif
large ce qui entraine une estimation moins pre´cise des retards.
La robustesse de la corre´lation vis a` vis du bruit a e´te´ combine´e aux performances
du cepstre pour cre´er le cepstre robuste pre´sente´ dans [Antoni et El Badaoui, 2000]. Le
cepstre robuste ˜˜s (t) est de´fini par :
˜˜s (t) = cepstre
[
µs(t)(2) (τ)
2] (2.34)
Il suffira de remplacer le cepstre classique par le cepstre robuste dans l’algorithme
pre´ce´dent pour augmenter la robustesse vis a` vis du bruit. Le cepstre robuste ralentit les
calculs puisqu’il ne´cessite le calcul d’une corre´lation. Ne´anmoins, en pre´sence de bruit, il
devient incontournable.
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Figure 2.16: Agrandissement d’une portion du signal vibratoire
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2.4 Exemple et e´valuation
Ce chapitre montre pas a` pas comment utiliser les me´thodes de re-e´chantillonnage
base´es sur le signal.
2.4.1 Pre´sentation du banc d’essai
Les signaux proviennent du banc d’essai du LASPI. Ce dernier est constitue´ de deux
re´ducteurs monte´s dans une configuration “back to back” (voir figure 2.17).
Pour charger une machine tournante, il est courant d’utiliser un autre moteur configure´
en ge´ne´rateur. L’e´nergie e´lectrique est alors dissipe´e dans des re´sistances ou est absorbe´e
par le re´seau e´lectrique.
Malheureusement, notre re´ducteur a un rapport de re´duction assez e´leve´ : 140. De`s
lors, le couple en sortie du re´ducteur est 140 fois plus grand que le couple d’entre´e. Le
moteur e´lectrique ne´cessaire a` la charge de notre re´ducteur serait d’une part gigantesque
et d’autre part fort couˆteux. Aussi nous utilisons une solution me´canique de type back to
back plutoˆt qu’une solution e´lectrique.
Cette technique ne´cessite de posse´der deux re´ducteurs identiques. Les deux arbres de
sortie (petite vitesse - fort couple) sont relie´s. Les deux arbres d’entre´e (grande vitesse -
faible couple) sont e´galement connecte´s mais avec l’application pre´alable d’un couple entre
ces derniers. Le couple applique´ sur l’arbre petite vitesse est multiplie´ par 140 sur l’arbre
grande vitesse, ce qui peut correspondre a` une tre`s forte charge. Le moteur fournit juste
l’e´nergie ne´cessaire pour faire tourner l’engrenage, et compenser les pertes me´caniques.
Le nombre de dents associe´ a` chacune des roues est indique´ sur le sche´ma. Le moteur est
alimente´ directement sans utilisation de variateur. Un coupleme`tre positionne´ sur l’arbre
commun d’entre´e indique la charge diffe´rentielle applique´e. Les re´ducteurs produits par la
socie´te´ FOC Transmissions (Vienne) re´fe´rence APA 4T 24 6H 2B sont des re´ducteurs de
la se´rie ATLAS a` 4 trains paralle`les capables de transmettre une puissance me´canique de
14.5 kW pour une vitesse d’entre´e de 1500 trs/min, soit un couple maximum de 92 Nm
en entre´e et de 12.9 kNm en sortie.
Un codeur optique est place´ sur l’arbre d’entre´e, il permettra d’e´valuer les algorithmes
d’e´chantillonnage a posteriori. Les signaux ont e´te´ acquis avec une carte d’acquisition
12 bits (soit une dynamique de 72 dB), une fre´quence d’e´chantillonnage fe = 50 kHz,
un filtre passe bas de fre´quence de coupure fc = 19.2 kHz. Un million de points ont e´te´
enregistre´s avec une charge de 16 Nm en entre´e du re´ducteur. Les figures 2.18 et 2.19(a)
donnent un aperc¸u rapide du signal vibratoire. Le maximum du spectre se trouve a`−38 dB
et il y a une perte de 5 dB duˆe a` l’ajustage des gains. De`s lors, le niveau significatif le
plus bas est de −38 + 5 − 72 = −105 dB. La partie droite du spectre est en dessous de
ce niveau. Les pics entre 20 kHz et 25 kHz sont probablement cause´s par l’e´lectronique
pre´sente dans le filtre anti-repliement a` capacite´s commute´es. Ce spectre est juste un
aperc¸u (faible re´solution fre´quentielle - fort moyennage) et ne fait donc pas apparaˆıtre
les fre´quences d’engre`nement et de rotation qui ne´cessiteraient d’une part une meilleure
re´solution fre´quentielle et d’autre part une observation sur une bande de fre´quence limite´e.
La majeure partie de la puissance est contenue approximativement dans la bande
de fre´quence [0; 5 kHz]. Cette dernie`re est cohe´rente avec la caracte´ristique fre´quentielle
de l’acce´le´rome`tre 2.19(b) (courbe nrˇ4) et de sa fixation de type aimant. La fre´quence
d’e´chantillonnage n’est donc pas impose´e par les signaux acce´le´rome`triques mais par les
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Figure 2.17: Association de re´ducteur back to back
signaux du codeur acquis en paralle`le (512 fronts montants/tours - fondamental a` envi-
ron 6.4 kHz). Une pe´riode du codeur correspond, environ a` 8 e´chantillons. Cet exemple
montre la ne´cessite´ du sur-e´chantillonnage lors de l’acquisition simultane´e de signaux issus
du codeur.
2.4.2 Utilisation de l’engre`nement
Re´glage du filtre passe-bande pour la de´modulation
Comme les filtres passe-bande sont centre´s sur la fre´quence d’engre`nement ou ses
harmoniques, il sera ne´cessaire de de´terminer avec pre´cision la fre´quence de rotation.
Dans le cas contraire, l’observation du spectre permettra d’obtenir une meilleure pre´cision
en confrontant les positions approximatives des fre´quences d’engre`nement (harmoniques
incluses) et des bandes late´rales aux positions des “pics” dans le spectre. Cette e´tape peut
eˆtre re´alise´e en plac¸ant des curseurs sur le spectre correspondant aux positions the´oriques
des “pics” et en ajustant la position des curseurs jusqu’a` la correspondance. Lors de cette
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Figure 2.18: Premiers e´chantillons
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Figure 2.19: Spectre du signal et re´ponse fre´quentielle du capteur
e´tape la re´solution fre´quentielle du spectre doit eˆtre privile´gie´e.
Soit fsb la plus grande fre´quence de rotation de l’arbre e´tudie´. Une fois cette fre´quence
de´termine´e avec pre´cision, le spectre sera affiche´ dans l’intervalle n · fmesh ± fsb afin de
choisir la bande passante du filtre. Le but du filtre est de conserver uniquement la fre´-
quence d’engre`nement ou son harmonique et surtout de supprimer les fre´quences parasites
telle que dans la figure 2.20(b). Une repre´sentation line´aire du spectre permet un choix
plus facile des fre´quences. Son utilisation n’exclut pas le controˆle a` l’aide d’une e´chelle
logarithmique. Comme seule la phase et non l’amplitude est utilise´e, le filtre n’a aucune
contrainte sur son module mais doit pre´server la phase du signal. N’ayant pas de contrainte
sur le module, nous avons utilise´ un filtrage a` l’aide d’une feneˆtre rectangulaire dans le
domaine fre´quentiel.
Il est ne´cessaire d’exploiter plusieurs harmoniques de la fre´quence d’engre`nement
(c’est-a`-dire plusieurs filtres), en effet, le mode`le restant the´orique, certaines harmoniques
peuvent eˆtre perturbe´es par du bruit les rendant inexploitables. Afin de choisir parmi
toutes les phases instantane´es candidates, nous proposons de comparer les vitesses ins-
tantane´es.
Fre´quences instantane´es
Comme le signal est “sur-e´chantillonne´”, il contient beaucoup d’harmoniques de la fre´-
quence d’engre`nement. Aussi, 12 harmoniques ont e´te´ exploite´es pour cre´er 12 filtres dis-
tincts. Les fre´quences instantane´es (ou vitesses instantane´es) ont e´te´ classe´es en 4 groupes :
1. Vitesses proches, figure 2.21(a) : Ce groupe contient les vitesses similaires. Il devrait
a priori fournir de bons re´sultats.
2. Vitesses“bruite´es”, figure 2.21(b) : Ce groupe contient des vitesses qui tout en restant
proches du groupe 1 apparaissent plus bruite´es (fluctuations plus importantes).
3. Vitesses fausses, figure 2.22(a) : Ce groupe montre les conse´quences d’un mauvais
dimensionnement du filtre. Apre`s examen du spectre, il apparaˆıt que le filtre inclus
une autre fre´quence. Un re´ajustement du filtre permet d’obtenir une vitesse classe´e
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Figure 2.20: Exemple de choix de filtre passe-bande
dans le 1er groupe. Ne´anmoins, cette figure n’a pas e´te´ corrige´e afin de montrer les
conse´quences d’un mauvais dimensionnement du filtre.
4. Autres vitesses, figure 2.22(b) : Cette figure montre des vitesses qui ne sont pas lie´es
aux autres groupes.
Ces courbes correspondent a` un premier re´glage des filtres. Il est possible en re´ajustant
certaines fre´quences d’ame´liorer quelques re´sultats. Afin de montrer les re´sultats tels qu’ils
apparaissent lors des premiers essais, nous n’avons pas fait ces ajustements. Nous avons
alors pu critiquer ces courbes et mettre en e´vidence la ne´cessite´ d’un tel re´ajustement
notamment pour la cate´gorie “vitesses fausses”.
Ces figures montrent qu’il est important de tester autant d’harmoniques que possible
afin de pouvoir faire une “classification”. Dans cet exemple, il a e´te´ possible de tester
beaucoup d’harmoniques, ne´anmoins sur des signaux non “sur-e´chantillonne´s” le nombre
de candidats sera plus faible. En cas de doute, ou si le nombre d’harmoniques est faible, il
suffit d’estimer le signal dans le domaine angulaire pour chacun des candidats. Un spectre
ou une moyenne synchronne permet alors de choisir le meilleur :
– Le spectre du signal re-e´chantillonne´ pre´sente les harmoniques d’engre`nement sous
la forme de pics e´troits. Il suffit de choisir le signal re-e´chantillonne´ dont le spectre
pre´sente les pics les plus e´troits.
– L’effet d’un mauvais moyennage synchrone est un filtrage passe-bas. Le meilleur
signal re-e´chantillonne´ est celui dont le spectre de la moyenne synchrone contient le
plus de hautes fre´quences (centre de gravite´ du spectre le plus grand).
Une fois l’harmonique choisie, il est possible d’estimer les signaux dans le domaine
angulaire. Les amplitudes des signaux re-e´chantillonne´s suivant le premier groupe sont
proches.
E´valuation
L’estimation fait intervenir une interpolation. En the´orie, l’interpolation est capable
de fournir n’importe quelle pre´cision (nombre d’e´chantillons par tour). En pratique, cette
dernie`re est limite´e pour plusieurs raisons :
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Figure 2.21: Vitesses instantane´es estime´es
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Figure 2.22: Vitesses instantane´es estime´es
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– pour le 1er groupe, il existe des petites diffe´rences entre les vitesses estime´es (figure
2.21(a)),
– la fluctuation maximale 2.10 peut eˆtre facilement atteinte en cas de phe´nome`ne de
balourd. Dans ce cas, le filtrage isolera une fluctuation de vitesse moyenne´e ce qui
limitera la re´solution angulaire.
La figure 2.23 illustre l’effet d’une erreur d’estimation de phase. Les cercles montrent
un agrandissement des zones inte´ressantes. L’erreur d’estimation peut eˆtre caracte´rise´e de
deux manie`res e´quivalentes :
1. Une erreur dans l’instant d’e´chantillonnage ǫt (nθ) associe´ a` un angle donne´ nθ.
Par exemple, l’e´chantillon nθ = 16 associe´ a` un angle θ = 10˚ correspondra
a` t = 1.001 ms d’apre`s la phase estime´e alors qu’il se trouve re´ellement a`
t = 1.024 ms ; soit une erreur ǫt (16) = −23 µs.
2. Une erreur dans l’amplitude ǫa (nθ) du signal e´chantillonne´.
Afin d’observer cette erreur d’amplitude, il est ne´cessaire de comparer le signal an-
gulaire estime´ a` un signal de re´fe´rence. Ce signal de re´fe´rence sera d’abord obtenu en
re-e´chantillonnant ce meˆme signal acce´le´rome`trique mais en utilisant une de´modulation
du signal issu du codeur optique. Ensuite, ces signaux seront compare´s au signal acquis
simultane´ment dans le domaine angulaire a` l’aide d’une autre chaˆıne d’acquisition.
La figure 2.24(a) montre le spectre du signal issu du codeur optique. Ce spectre contient
des bandes late´rales espace´es de f1 Hz par rapport a` la fre´quence centrale (f1 est la pe´-
riode de rotation de l’arbre d’entre´e). Elles correspondent a` une modulation de fre´quence
du signal codeur optique par la vitesse de l’arbre d’entre´e (phe´nome`ne de balourd). Cette
fluctuation de vitesse ne respecte pas les contraintes impose´es par l’e´quation (2.10) qui
de´finit la fluctuation de vitesse maximale. La figure 2.24(b) compare les estimations de
vitesse base´es sur le pic central (de´nomme´es BF et correspondant a` la pre´cision du top
tour) et celles incluant les bandes late´rales (HF). La modulation de fre´quence apparaˆıt
clairement sur HF . BF correspond a` une fre´quence moyenne´e. Comme le signal acce´-
le´rome`trique est filtre´ en utilisant un filtre similaire a` BF (pour e´viter les fre´quences
parasites), les fre´quences instantane´es re´sultantes sont tre`s proches (voir figure 2.25).
La figure 2.26 montre la superposition des signaux re-e´chantillonne´s en utilisant res-
pectivement le codeur (version BF et HF) ainsi que la 6ie`me harmonique du signal acce´le´-
nn
q
x ( )2 nq x (n)1
Accélération
phase
j
a ( )nq
j
s (n)
ea ( )n
q
et ( )n
q
Figure 2.23: Effet d’une erreur de phase
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rome`trique (note´e accH6). Malgre´ la modulation de fre´quence pre´sente uniquement dans
HF , les signaux sont assez proches. De`s lors, il serait inte´ressant d’e´tudier l’impact de
cette diffe´rence de fre´quence instantane´e sur l’instant d’e´chantillonnage ou encore l’erreur
dans l’instant d’e´chantillonnage ǫt (nθ) pre´sente´e sur la figure 2.23.
Pour e´valuer ǫt, une droite d’e´quation x (n) = t est re-e´chantillonne´e dans le domaine
angulaire en utilisant respectivement l’information de phase extraite du signal acce´le´ro-
me`trique (accH6) et du codeur (BF et HF ). On obtient un instant d’e´chantillonnage en
fonction de l’angle. L’erreur d’instant d’e´chantillonnage est alors obtenue en calculant les
diffe´rences entre les instants d’e´chantillonnage issus de deux signaux distincts.
La figure 2.27 montre l’e´cart entre le re-e´chantillonnage base´ sur signal acce´le´rome`-
trique (accH6) et celui base´ sur le signal codeur. L’effet de la modulation de fre´quence
pre´sente dans le signal codeur peut eˆtre vu sur la courbe en trait fin comparant accH6
et HF . La courbe correspondant au codeur BF ne contient plus les “hautes” fre´quences
associe´es a` la modulation mais correspond a` une fre´quence moyenne puisque le filtrage
pre´alable au calcul du signal analytique a exclu les bandes late´rales (voir figures 2.24(a)).
On peut constater que la principale cause d’erreur est due a` ce filtrage. Il existe une er-
reur syste`matique de 10 µs e´quivalent a` un de´phasage d’environ 0.8 degre´s. Nous ne nous
inte´ressons pas a` cette erreur puisqu’en pratique la re´fe´rence “ze´ro degre´” est obtenue, si
elle est souhaite´e, en re-e´chantillonnant le signal top tour, qui est donc sujet au meˆme
de´phasage.
L’erreur maximale entre deux instants d’e´chantillonnage est de 30 µs (creˆte a` creˆte)
(figure 2.27). Si la vitesse e´tait constante, les 512 fronts montants fournis par le codeur
(c’est-a`-dire 512 e´chantillons par tour) correspondraient a` une pe´riode d’e´chantillonnage de
80 µs. De`s lors, si l’on conside`re que le re-e´chantillonnage angulaire base´ sur le codeur est
parfait, l’erreur d’e´chantillonnage de 30 µs correspond a` 0.4 e´chantillons dans le domaine
angulaire. Ainsi, l’e´cart sur la fre´quence instantane´e et la vitesse de rotation bien que
spectaculaire n’a que peu d’influence sur la pre´cision.
Une acquisition angulaire (512 e´chantillons par tour) a e´te´ effectue´e en paralle`le avec
l’acquisition temporelle afin d’e´valuer rigoureusement la qualite´ du re-e´chantillonnage a
posteriori. La figure 2.28 montre les diffe´rences entre les deux signaux. Les agrandissements
dans les cercles permettent de noter les diffe´rences entre les deux signaux. Il est important
de noter qu’il n’est pas possible de caracte´riser l’erreur d’e´chantillonnage dans ce cas
puisque l’e´chantillonnage angulaire supprime l’information de phase ou vitesse (incre´ment
angulaire ou e´cart de phase constant entre chaque point). La seule e´valuation possible
utilisant le signal codeur optique enregistre´ en fonction du temps a de´ja` e´te´ faite sur la
figure 2.27.
Influence du bruit sur l’estimation de phase
Au paragraphe 2.3.2 nous avons montre´ l’effet du bruit sur l’estimation de la phase.
Afin d’observer cette influence, un bruit blanc gaussien a e´te´ ajoute´ au signal acce´le´rome`-
trique. Le rapport signal sur bruit a e´te´ corrige´ afin de tenir compte du filtrage passe-bande
autour de 4fmesh. Ce rapport signal sur bruit ne prend malheureusement pas en compte
le bruit initial qui est suppose´ faible. La phase est ensuite estime´e en utilisant la me´thode
base´e sur le signal analytique. L’erreur de phase s’obtient en retranchant la phase estime´e
a` la phase associe´e au signal sans bruit additif. La moitie´ de l’amplitude de la fluctuation
totale (maximum-minimum) est ensuite utilise´e pour obtenir un e´quivalent a` δmax (voir
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figure 2.9). On obtient alors une mesure pour un rapport signal sur bruit donne´. Afin
d’e´valuer la pertinence et la dispersion de cette mesure, le processus est re´pe´te´ 5 fois pour
un meˆme rapport signal sur bruit.
La figure 2.29 montre l’e´volution de l’e´cart type de l’erreur de la phase en fonction
du rapport signal sur bruit. La courbe a e´te´ obtenue a` l’aide d’une re´gression de la forme
δ = k1 · arcsin
(
10
−(reb+k2)
20
)
. Seule la zone [5 dB, 40 dB] est affiche´e car les valeurs
infe´rieures a` 5 dB pre´sentent une trop grande dispersion. Plus le rapport signal sur bruit
est faible, plus les e´carts types sont disperse´s. En effet, sur la figure 2.9, le cercle contenant
toutes les valeurs possibles du bruit se rapproche de l’origine, sa contribution ainsi que
sa variance se trouvent amplifie´es. Du point de vue mathe´matique, la pente de la courbe
e´tant plus importante lorsque l’on se rapproche de 0 dB , une fluctuation “locale” du
rapport signal sur bruit produira une fluctuation plus importante de l’e´cart type. Comme
l’indique la valeur de k2 = −5 dB, il existe un e´cart de 5 dB entre cette courbe et la courbe
the´orique (figure 2.10), cet e´cart est probablement cause´ par le bruit pre´sent initialement.
Il expliquerait e´galement la forte dispersion avant 5 dB. Le facteur k1 = 0.98 montre que
l’on suit la loi a` une translation pre`s.
Ne´anmoins, le niveau du bruit restant inconnu en pratique, il est impossible de pre´voir
son influence. Le bruit n’est pas blanc mais filtre´ (chemin de transmission, re´sonnances, ...),
ces calculs justifient la ne´cessite´ d’utiliser le plus grand nombre d’harmoniques possibles
pour estimer la phase instantanne´e.
2.4.3 Utilisation des similitudes (cepstre)
La me´thode cepstrale est bien plus simple a` utiliser puisqu’il est seulement ne´cessaire
de lui fournir une pe´riode de rotation moyenne ainsi qu’une bande d’inte´reˆt qui peut eˆtre
trouve´e de manie`re empirique.
Evaluation
La figure 2.30 montre l’erreur d’amplitude. Elle a e´te´ partage´e en trois zones se´pare´es
par un pointille´ correspondant respectivement au de´but, au milieu et a` la fin du signal.
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Figure 2.29: Ecart type de l’erreur de de´phasage
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Les deux signaux sont assez proches. Ainsi, le cepstre remplace avantageusement un top
tour pour cet exemple.
La figure 2.31 montre l’erreur d’instant d’e´chantillonnage. Contrairement a` la me´thode
de re-e´chantillonnage base´e sur la de´modulation autour d’une fre´quence d’engre`nement,
l’e´cart d’e´chantillonnage entre le cepstre et le codeur BF ne comporte pas majoritairement
de composante basse fre´quence. A chaque estimation la position du pic cepstrale est
estime´e a` un e´chantillon pre`s (apre`s interpolation). De`s lors, cette impre´cision ge´ne`re une
erreur d’estimation blanche et non basse fre´quence comme pour la me´thode pre´ce´dente.
Ici l’erreur d’e´chantillonnage a une amplitude creˆte a` creˆte maximale de 80 µs soit une
pre´cision moindre que pour la me´thode pre´ce´dente. Cette erreur pourrait sans doute eˆtre
diminue´e en ame´liorant la me´thode d’estimation de la position du pic du cepstre.
Cette me´thode est base´e sur la ressemblance des signaux. De`s lors, elle est sensible aux
fluctuations de vitesse. En effet, si la fluctuation de vitesse se re´ve`le trop importante, les
signaux ne se ressembleront plus d’un tour a` l’autre et leur “e´cho” sera moins facilement
de´tectable par le cepstre.
Influence du bruit sur l’estimation de phase
Afin d’e´tudier l’influence du bruit, nous ajoutons au signal vibratoire normalise´ un
bruit additif dans un rapport donne´. La phase est ensuite estime´e par la me´thode cepstrale.
L’erreur de phase est estime´e en calculant l’e´cart avec la phase de re´fe´rence obtenue par
de´modulation du signal codeur BF . L’amplitude creˆte-a`-creˆte de cet e´cart est ensuite
me´morise´e. Plusieurs mesures sont re´alise´es pour un meˆme rapport signal sur bruit.
La figure 2.32 montre l’e´volution de l’erreur d’amplitude en fonction du rapport signal
sur bruit. Cette courbe permet de ve´rifier la moindre sensibilite´ au bruit du cepstre ro-
buste. Le cepstre robuste est ne´anmoins plus long a` calculer (un calcul de corre´lation en
plus). Contrairement a` la me´thode base´e sur le signal analytique ou` la pre´cision se de´grade
progressivement, un bruit trop important rend le pic inde´tectable et provoque une erreur
non ne´gligeable. Une fois que le rapport signal sur bruit est acceptable, l’erreur de phase
varie peu : quand l’amplitude du pic est suffisamment importante pour eˆtre de´tecte´e, la
diminution du bruit n’apporte plus d’ame´lioration.
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2.5 Alternatives
Dans ce chapitre, nous avons re-e´chantillonne´s les signaux en vu d’induire la cyclosta-
tionnarite´. Il existe e´galement d’autres approches visant a` extraire le contenu cyclique du
signal.
Par exemple, le filtre de Vold-Kalman [Herlufsen et al., 1999, Vold et al., 1997] effec-
tue un suivi d’ordre dans le domaine temporel. Pour cela, le signal est mode´lise´ comme
une se´rie d’amplitudes xk (n) modulant des exponentielles e
jϕk(n). Les fre´quences associe´es
a` ces exponentelles repre´sentent les fre´quences de rotation du syste`me ainsi que leurs dif-
fe´rentes harmoniques. A l’aide d’une estimation de la phase ϕk re´alise´e a partir d’un signal
tachyme´trique, le filtre de Vold-Kalman estime la se´rie d’amplitudes composantes xk (n).
Cette me´thode ne fournit pas de signaux dans le domaine angulaire mais uniquement les
composantes modulantes.
Dans [Granjon, 2001], Granjon propose une me´thode d’extraction des composantes
“pe´riodiques” associe´es a` la rotation de la machine. Cette me´thode ne´cessite un signal de
re´fe´rence a` la fre´quence de rotation de la machine (top tour, ...). En minimisant l’erreur
quadratique entre le signal de re´fe´rence filtre´ par un filtre pe´riodique (cf. chapitre 5) et le
signal vibratoire, il estime la composante pe´riodique synchrone de la machine tournante.
Cette me´thode reste limite´ a` l’ordre 1 (partie pe´riodique).
2.6 Bilan et perspectives
Nous avons pre´sente´, en plus des me´thodes classiques, deux nouvelles me´thodes pour
re´aliser un re-e´chantillonnage a posteriori base´ sur les signaux acce´le´rome´triques. La pre-
mie`re base´e sur la de´modulation autour de la fre´quence d’engre`nement et la seconde
base´e sur les similitudes (cepstre). Ces deux me´thodes fournissent une pre´cision e´quiva-
lente a` celle du top tour. Malgre´ cela, l’erreur entre les signaux acquis angulairement et
les signaux re-e´chantillonne´s est reste´e relativement faible lors de nos expe´rimentations.
L’inte´reˆt majeur de ces me´thodes est le fait de pouvoir se passer de codeur. Les deux
me´thodes ne´cessitent quelques connaissances a priori sur la cine´matique de la machine et
la vitesse de rotation. Ne´anmoins, nous ne conside´rons pas ce point comme un handicap
puisqu’elles sont ne´cessaires lors du diagnostic si l’on veut exploiter la cyclostationnarite´.
Nos me´thodes ne fonctionnent que pour une vitesse moyenne stable (seule les fluctua-
tions de vitesse de quelques pour mille inhe´rentes a` la machine sont tole´re´es). L’atout
majeur du re-e´chantillonnage a posteriori est de pouvoir combiner les avantages de l’ob-
servation double dans le domaine angulaire (nombre de points par tour constant, signal
cyclostationnaire) et dans le domaine temporel (e´tude de la fluctuation de vitesse pour le
diagnostic).
La me´thode base´e sur le cepstre est plus ge´ne´rale puisqu’elle exploite les similitudes,
elle pourra donc eˆtre envisage´e pour de nombreux types de signaux cyclostationnaires
a` l’ordre 1. Ne´anmoins, elle est beaucoup plus sensible au rapport signal a` bruit que la
me´thode base´e sur la de´modulation d’harmoniques. Un meilleur algorithme de de´tection
du pic dans le cepstre permettrait peut-eˆtre d’ame´liorer cette pre´cision. Bien qu’a` premie`re
vue la courbe 2.29 soit plus inte´ressante que la courbe 2.32, il n’en est rien : l’erreur
pre´sente´e dans la courbe 2.29 correspond a` l’erreur sur l’harmonique de l’engre`nement
e´tudie´e. Pour la ramener a` une erreur sur la position de l’arbre de sortie, il convient de
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la diviser par le rang de l’harmonique ainsi que par le nombre de dents de la roue qui
engre`ne. On obtient alors une erreur tre`s faible.
Il serait inte´ressant d’e´tendre ces me´thodes a` la vitesse variable. Pour ce faire, on
pourrait de´couper le signal en portions ou` la variation de vitesse serait conside´re´e comme
faible. Il est aussi envisageable d’effectuer un suivi peu pre´cis afin de compenser grossie`re-
ment les fluctuations de vitesse, puis, de travailler avec les me´thodes pre´sente´es ici sur le
signal avec les fluctuations de vitesse compense´es (re-e´chantillonnage a posteriori ite´ratif).
Il faut noter qu’a` l’heure actuelle, la tendance chez les fabricants de machines tour-
nantes est d’inte´grer des codeurs angulaires dans leurs produits dans le but de pouvoir
re´aliser diffe´rents types de controˆles (asservissement de vitessse, position, ...). Une mise a
disposition de ces signaux permettrait d’une part de re´aliser des acquisitions sous e´chan-
tillonnage angulaires directement sans contraintes supple´mentaires ; et d’autre part d’in-
te´grer le concept de diagnostic dans les variateurs de vitesse, ...
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Chapitre 3
De la the´orie a` l’expe´rimentation
L
a cyclostationnarite´ suppose l’existence de plusieurs re´alisations d’un meˆme proces-
sus. Or, en pratique, les signaux (issus d’une carte d’acquisition par exemple) corres-
pondent a` une seule re´alisation de longueur finie. On va donc eˆtre conduit tout comme
dans le cas stationnaire a` parler d’ergodicite´ et d’estimation.
Le but de ce chapitre est dans un premier temps de ge´ne´raliser la notion d’ergodicite´
aux processus cyclostationnaires et d’expliquer comment estimer les diffe´rentes grandeurs
caracte´ristiques a` l’ordre 1 et 2. Dans un deuxie`me temps, un exemple de diagnostic sur
les signaux d’engrenages illustre l’exploitation de la cyclostationnarite´ a` l’ordre 1.
3.1 Cycloergodisme
Lorsque l’on ne dispose que d’une seule re´alisation, il existe deux solutions pour ex-
ploiter la cyclostationnarite´.
– Il est possible d’utiliser le formalisme Fraction of Time Probability construit par
Gardner [Gardner, 1994]. Dans ce formalisme, les signaux ne sont plus des re´alisa-
tions d’un processus ale´atoire mais une se´rie temporelle (ou se´rie angulaire selon
nos notations). Ce formalisme conduit notamment a` rede´finir la notion de fonction
de re´partition. Il traite le proble`me partiellement puisqu’il supprime la notion de
re´alisation au profit d’une se´rie temporelle.
– Il est possible de caracte´riser nos signaux a` partir d’une seule re´alisation en e´tendant
la notion d’ergodicite´ aux processus cyclostationnaires. On parle alors de cycloergo-
dicite´ [Boyles et Gardner, 1983].
Dans les deux cas, la re´alisation devra contenir un grand nombre de cycles. Nous allons
ici de´finir et utiliser l’approche cycloergodique, plus classique que celle de Gardner.
Comme la notion d’ergodisme fait appel a` la notion de moyenne temporelle, la notion
de cycloergodisme fera appel a` la notion de moyenne cyclique ou synchrone.
3.1.1 Moyenne cyclique (synchrone)
Soit {X (θ)}θ∈Z un processus stochastique cyclostationnaire complexe ou re´el ayant
comme pe´riode cyclique Θ, contenant un nombre de cycles important, et, x (θ) une re´ali-
sation ω particulie`re.
On de´coupe le signal en K blocs conse´cutifs de longueur Θ. La moyenne synchrone est
alors donne´e par :
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〈x (θ)〉KΘ =
1
K
K−1∑
k=0
x [mod (θ + kΘ, KΘ)] (3.1)
Ou` mod (a, b) est le reste de la division entie`re de a par b. La fonction mod permet de
de´finir la moyenne synchrone pour tout θ. Cette ope´ration est sche´matise´e sur la figure
3.1.
Puisque la moyenne synchrone extrait une composante pe´riodique, qui admet une se´rie
de Fourier, elle peut eˆtre e´galement e´crite lorsque le nombre de blocs est infini :
〈x (θ)〉Θ =
∞∑
k=−∞
e2pijkθ/Θ
{
lim
W→∞
1
W
∫ W/2
−W/2
x (u) e−2pijku/Θdu
}
(3.2)
Ou` le terme entre crochet repre´sente la transforme´e de Fourier pour les fre´quences 1
Θ
et ses harmoniques. La composante pe´riodique est ensuite ge´ne´re´e par la se´rie de Fourier.
La moyenne synchrone apparaˆıt donc comme un filtre en peigne se´lectionnant uniquement
la fre´quence 1/Θ et ses multiples.
3.1.2 De´finition du cycloergodisme (au sens fort)
Cas ou` il existe 1 seul cycle
Soit un processus stochastique cyclique {X (θ)}θ∈R de pe´riode cyclique Θ, la ωie`me
re´alisation de ce processus xω (θ), et une fonction certaine g. X (Θ) est cycloergodique au
sens fort a` la pe´riode cyclique Θ si la moyenne synchrone (cyclique) 〈g [xω (θ)]〉KΘ converge
presque suˆrement1 vers un signal certain quand K tend vers l’infini.
Si le processus X (θ) est de plus cyclostationnaire a` la pe´riode cyclique Θ, ce signal
certain correspond au moment d’ordre n du processus X (θ) pour g (x) = xn.
En pratique, la cycloergodicite´ sera suppose´e (ou e´tablie d’apre`s un mode`le). En effet,
la ve´rifier ne´cessite de posse´der diffe´rentes re´alisations.
Cas ou` il existe plusieurs cycles
Dans le cas polycyclostationnaire, le signal n’a pas de pe´riode mais plusieurs“pe´riodes”
incommensurables entre elles. Chacune des pe´riodes produit un peigne de Dirac dans le
domaine fre´quentiel. Puisque ces pe´riodes sont incommensurables, tous les peignes sont
distincts. De`s lors, la moyenne synchrone agit comme un filtre en peigne et, permet de
se´lectionner uniquement la pe´riode Θ prise comme re´fe´rence.
Afin de de´finir la cycloergodicite´ dans ce contexte, nous allons de´finir l’extracteur des
composantes poly-pe´riodiques associe´es aux K pe´riodes cycliques {Θk} :
〈x (θ)〉{Θk} =
K∑
k=1
〈x (θ)〉Θk (3.3)
Nous pouvons alors de´finir le cycloergodisme pour plusieurs fre´quences cycliques :
1l’ensemble des valeurs de ω pour lesquelles il n’y a pas de convergence est de mesure nulle
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1 cycle
+
+
+
1 réalisation
Figure 3.1: Calcul de la moyenne synchrone
Soit un processus stochastique poly-cyclique {X (θ)}θ∈R de pe´riodes cycliques {Θk},
xω (θ) ω
ie`me re´alisation de ce processus, et une fonction certaine g. X (Θ) est poly-
cycloergodique au sens fort aux pe´riodes cycliques {Θk} si 〈g [xω (θ)]〉{Θk} converge presque
suˆrement vers un signal certain.
L’introduction du cycloergodisme va nous permettre de de´velopper les estimateurs
base´s sur une re´alisation x (θ) d’un processus cycloergodique X (θ) afin de caracte´riser la
cyclostationnarite´ aux ordres 1 et 2.
Les estimations, base´es sur une seule re´alisation, peuvent e´galement eˆtre re´alise´es en
supposant l’unicite´ du processus ge´ne´rateur pour chacun des cycles conside´re´s. Sous cette
hypothe`se, il est possible d’assimiler un cycle a` une re´alisation c’est a` dire de substituer
une moyenne d’ensemble par une moyenne de cycle.
3.2 Caracte´risation de la cyclostationnarite´ aux
ordres 1 et 2
3.2.1 Caracte´risation a` l’ordre 1
Pour caracte´riser la cyclostationnarite´ a` l’ordre 1, nous allons chercher a` estimer la
composante (presque) pe´riodique d’un signal (presque) cyclostationnaire.
Moyenne synchrone
Le premier outil destine´ a` extraire cette composante pe´riodique est la moyenne
synchrone [Braun, 1975] qui nous a servi a` introduire la cycloergodicite´ dans le para-
graphe pre´ce´dent. La moyenne synchrone, bien qu’en apparence simple a` calculer pre´sente
quelques pie`ges :
1. la pe´riode doit eˆtre connue de manie`re exacte. Dans le cas contraire, il est possible
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d’utiliser des outils tels que le spectre, l’analyse cepstrale (pre´sente´e au chapitre
2), ou la corre´lation pour mettre en e´vidence cette pe´riode, et la calculer avec une
bonne pre´cision. Si elle n’est pas connue exactement, l’estimateur de la moyenne
synchrone tendra vers 0 (sauf si cette pe´riode correspond par hasard a` une autre
pe´riode pre´sente dans le signal).
2. la pe´riode doit correspondre a` un nombre entier de points. Cette condition n’est
pas ne´cessairement ve´rifie´e meˆme si l’on travaille dans le domaine angulaire. Par
exemple, dans le cas d’un engrenage, si la pe´riode de l’arbre moteur correspond a`
un nombre entier, la pe´riode en sortie du re´ducteur, multiplie´e par le rapport de
re´duction (2/3 par exemple) ne sera pas entie`re.
Dans, un tel cas ou` les fre´quences d’entre´e et de sortie sont commensurables (rapport
p/q, p et q entiers), il suffit tout simplement de sur-e´chantillonner d’un facteur p et
de le sous-e´chantillonner d’un facteur q afin d’obtenir un nombre de points entier
par tour de l’arbre de sortie (les outils de conversion de fre´quence d’e´chantillonnage
sont de´crits dans [Crochiere et Rabiner, 1996]). Il est e´galement possible d’utiliser
une interpolation pour effectuer le re´-e´chantillonnage.
3. Le signal utilise´ pour le calcul de la moyenne synchrone doit eˆtre tronque´ afin d’avoir
un nombre fini de pe´riodes.
Ces conditions tendent a` favoriser l’e´chantillonnage angulaire qui fournit un nombre
de points constant par tour de l’arbre de re´fe´rence (suppression de l’effet des fluctuations
de vitesses). Des me´thodes permettant de transformer des signaux a` variable ge´ne´rique
temporelle en signaux a` variable ge´ne´rique angulaire ont e´te´ propose´es au chapitre 2. En
angulaire, les signaux sont “synchronise´s” par rapport a` la pe´riode cyclique.
Il est possible d’e´crire la moyenne synchrone sous une forme similaire a` l’e´quation (3.2)
pour un signal de longueur L, multiple de la taille d’un bloc de Θ e´chantillons :
〈x (nθ)〉KΘ =
Θ−1∑
k=0
e2pijknθ/Θ
1
L
L−1∑
m=0
x (m) e−2pijkm/Θ (3.4)
A la diffe´rence du cas continu, le nombre de points fini, conduira a` employer un filtre
en peigne avec des “dents e´largies”. On ne se´lectionnera donc plus aussi pre´cise´ment une
fre´quence donne´e. La re´ponse fre´quentielle du filtre en peigne e´quivalent est donne´e par
[Braun et Seth, 1979] :
H (f) =
1
K
sin (πfΘK)
sin (πfΘ)
e−jpifΘ(K−1) (3.5)
Cette re´ponse est une fonction de Dirichlet qui a un maximum a` la fre´quence 1/Θ ainsi
qu’a` ses harmoniques (voir figure 3.2). La largeur des dents est inversement proportionnelle
au nombre de cycles K. De`s lors, plus le nombre de cycles est grand, plus le filtre sera
se´lectif. Quand le nombre de cycles tend vers l’infini, ce filtre tend vers le filtre en peigne
de l’e´quation (3.2).
Seuil pour la moyenne synchrone :
La moyenne synchrone e´tant calcule´e sur un nombre fini de points, il n’est pas tou-
jours facile de pouvoir diffe´rencier une composante “synchrone” qui ressortira graˆce au
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Figure 3.2: Module du filtre e´quivalent a` la moyenne synchrone
moyennage constructif, d’une composante asynchrone subissant un moyennage destructif.
Nous avons alors propose´ dans [Bonnardot et al., 2003] d’utiliser un crite`re afin de de´-
tecter les valeurs re´sultant d’un moyennage constructif. Ce dernier est inte´ressant lorsque
la composante pe´riodique a une amplitude faible vis a` vis du signal ou que le nombre de
cycles utilise´s pour le moyennage est faible. Lorsque le nombre de cycles est important
(quelques centaines), le bruit est re´duit fortement, alors un examen visuel du signal est
souvent suffisant.
Ce crite`re est base´ sur la de´finition d’un seuil. Toute valeur au dessus de ce seuil sera
conside´re´e comme une composante synchrone (avec un risque de se tromper donne´).
La moyenne synchrone de´pend de l’angle, donc le seuil en de´pendra e´galement. Pour
de´finir un tel seuil, nous mode´lisons le signal comme la somme d’une composante de´ter-
ministe m (θ) de pe´riode Θ et d’une composante re´siduelle r (θ) incluant le bruit ainsi
que les contributions cyclostationnaires aux ordres supe´rieurs. Le signal devra avoir une
composante continue nulle, c’est-a`-dire 1
KΘ
∑KΘ
θ=0 x (θ) = 0. Cette condition n’est pas res-
trictive puisque l’on s’inte´resse uniquement a` la partie synchrone. On pourra e´galement
si besoin est, rajouter la moyenne classique au seuil et au signal apre`s traitement.
x (θ) = m (θ) + r (θ) (3.6)
Ou` la moyenne synchrone calcule´e sur K cycles est mˆ (θ) = 〈x (θ)〉KΘ .
Soit aθ1 (k) = x (θ1 + kΘ), le signal obtenu en gardant les e´chantillons distants de
Θ a` partir de Θ1. Nous supposerons pour e´tablir le seuil que pour un angle θ1 donne´,
aθ1 (k) suit une loi normale de moyenne m (θ1) et d’e´cart type σr (θ1). Apre`s moyennage
synchrone, mˆ (θ1) = 〈aθ1 (k)〉K suivra donc une loi normale de moyenne m (θ1) et d’e´cart
type σr (θ1) /
√
K.
L’e´cart type de x (θ) note´e σˆb (θ) sera estime´e sur K cycles par :
σˆb (θ) =
√
K
K − 1
〈
[x (θ)− mˆ (θ)]2〉K
Θ
(3.7)
Nous allons ensuite tester si m (θ) 6= 0, c’est-a`-dire si la moyenne synchrone existe pour
un angle donne´. E´tant donne´ que l’on utilise un estimateur pour l’e´cart type, la quantite´
mˆ(θ)
σˆr(θ)/
√
K
suivra une loi de Student tβ a` K − 1 degre´s de liberte´.
Pour valider l’hypothe`se x (θ) cyclostationnaire a` l’ordre 1 avec un risque de se tromper
de α, on exigera :
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∣∣∣∣ mˆ (θ)σˆb (θ) /√K
∣∣∣∣ ≥ t1−α (3.8)
On ne peut rien conclure si le signal est en dessous du seuil : il s’agit soit de bruit, soit
d’une moyenne synchrone trop faible (auquel cas il faut augmenter le nombre de cycles).
Cette approche peut eˆtre discutable en pre´sence de de´fauts puisque le kurtosis (c’est-a`-
dire la non gaussianite´) de la se´rie aθ1 (θ) a e´te´ utilise´e pour baˆtir un indicateur de de´faut
[Raad, 2003]. Ne´anmoins, elle reste pertinente avant et lors de l’apparition du de´faut,
car une fois le de´faut e´tabli, le seuil n’est plus utile puisque ce de´faut devient clairement
identifiable dans la moyenne synchrone.
La figure 3.3 illustre l’utilisation du seuil. La figure (a) montre un cycle d’un signal
acce´le´rome`trique issu d’un engrenage auquel un bruit gaussien a e´te´ ajoute´ afin de bien
mettre en e´vidence le roˆle du seuil.
La figure (b) montre la moyenne synchrone et le seuil associe´, calcule´s sur K = 2500
tours. E´tant donne´ le nombre de cycles, on obtient un seuil tre`s bas. Ce signal pourra
donc eˆtre conside´re´ comme e´tant la composante pe´riodique. Il sera compare´ au signal (c)
qui est une moyenne synchrone sur K = 30 tours. Le seuil qui est ici beaucoup plus e´leve´,
va indiquer une zone correspondant a` une moyenne synchrone nulle avec un risque de se
tromper de α = 5 %. En conse´quence, toute valeur a` l’inte´rieur de la zone pourra eˆtre
nulle et ne sera pas interpre´table (ceci est facilement ve´rifiable en comparant les courbes
(b) et (c) aux alentours du 350e`me e´chantillon).
La courbe (d) sugge`re une autre utilisation du seuil : la de´tection de cyclosta-
tionnarite´. Pour cette courbe, une pe´riode de 502 points a e´te´ utilise´e au lieu de 512
points (1 tour). De`s lors, on a un signal qui n’est plus cyclostationnaire a` l’ordre
1 pour la pe´riode cyclique 502. Il est donc naturellement en dessous du seuil. En
tirant parti de cette remarque, il est alors possible en comptabilisant le pourcentage
de signal au-dessus du seuil pour diffe´rentes pe´riodes de de´tecter le ou les cycles
pre´sents dans le signal. Cette utilisation est sugge´re´e a` titre indicatif puisqu’il existe
de meilleurs outils pour trouver les fre´quences cycliques (cepstre, corre´lation spectrale, ...).
Signaux presques-cyclostationnaires :
Il convient de distinguer deux cas :
– les fre´quences sont incommensurables : dans ce cas il “suffira” de calculer les
moyennes synchrones respectives suivant les diffe´rentes pe´riodes. La moyenne est
sans biais car elle est destructrice pour toutes les autres pe´riodes. De tels signaux
d’apparence simple sont la cause de nombreuses difficulte´s :
o Si le nombre d’e´chantillons par cycle est constant pour une source pe´riodique, il
ne sera pas constant pour l’autre, car, les deux pe´riodes sont incommensurables.
Il sera donc ne´cessaire de resynchroniser au pre´alable ces signaux sur la pe´riode
e´tudie´e avant de calculer la moyenne synchrone. Le chapitre 5 pre´sente un exemple
de signaux posse`dant deux fre´quences cycliques diffe´rentes.
o Si ces fre´quences sont proches, la se´paration est rendue plus ardue lorsque le
nombre de cycles disponibles est faible. En effet, le filtre en peigne associe´ a` la
moyenne synchrone a des dents assez “larges” et ne pourra donc pas facilement
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Figure 3.3: Application du seuil a` la moyenne synchrone
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se´parer deux fre´quences proches.
– les fre´quences sont commensurables : deux approches sont alors possibles.
1. Conside´rer les signaux comme cyclostationnaires selon une pe´riode commune.
Cette approche, bien que le´gitime conduit a` une perte d’information puisque
l’on n’exploite plus les pe´riodes respectives mais une seule pe´riode commune.
Sur les engrenages industriels, cette pe´riode commune est en ge´ne´ral la plus
longue possible afin d’e´viter l’excitation des re´sonnances du syste`me et la de´-
gradation rapide de la boˆıte a` vitesse.
2. Une autre approche, produisant des re´sultats non optimaux consiste a` e´tudier
chacune des sous pe´riodes inde´pendamment. Malheureusement, les pe´riodes
e´tant dans un rapport commensurable la moyenne est biaise´e car elle n’est pas
totalement destructrice pour les autres pe´riodes meˆme si la taille du signal est
infinie. L’efficacite´ de la moyenne synchrone sera re´duite.
Pour illustrer ce biais nous avons construit sur la figure 3.4(a) un signal com-
pose´ de la somme d’une composante pe´riodique p1 (n) de pe´riode Θ1 = 400
e´chantillons et d’une autre composante pe´riodique p2 (n) de pe´riode Θ2 = 300
e´chantillons. Le maximum de chacune des composantes est d’amplitude uni-
taire. La pe´riode commune du signal est alors Θcom = 1200 e´chantillons. La
figure 3.4(b) montre la moyenne synchrone calcule´e relativement a` la pe´riode
Θ1.
La moyenne synchrone calcule´e sur une dure´e infinie de pe´riode commune est
forme´e du motif re´current de p1 (n) (fle`che note´e C) que l’on souhaitait isoler
mais e´galement de 4 motifs re´curents issus de p2 (n) dont l’amplitude a e´te´
divise´e par quatre (fle`ches note´es D). En effet, dans un cycle commun, il y a 3
motifs issus de p1 (n) qui subissent un moyennage constructif et 4 motifs issus
de p2 (n) qui subissent un moyennage destructif (ce qui explique leur amplitude
de 0.25).
3.2.2 Caracte´risation a` l’ordre 2
A l’ordre 2, il est possible d’utiliser 4 repre´sentations pour caracte´riser la CSP2.
Chaque repre´sentation est lie´e soit a` un repe`re angulaire, soit a` un repe`re fre´quentiel
associe´ fθ soit a` un repe`re mixte. Pour le repe`re angulaire nous utiliserons l’angle θ ainsi
que le retard τθ pour la corre´lation. Bien que classiquement le domaine fre´quentiel soit
gradue´ en Hz, l’utilisation d’une telle graduation pour des signaux de´pendant de l’angle
ne´cessite quelques approximations. Dans le domaine angulaire, le nombre de points par
tour ppt est constant. Pour deux fre´quences de rotation distinctes, la quantite´ 1/ppt restera
constante. De`s lors, on ne pourra plus appeler cette quantite´ une fre´quence. La quantite´
o = 1/ppt sera alors appele´ un ordre [bru, 1995], l’ordre n correspond a` n fois la fre´quence
de rotation instantane´e. L’e´chelle fre´quentielle en Hz e´tant en ge´ne´ral plus familie`re, il
sera toutefois possible de l’utiliser si les variations de vitesse sont faibles autour d’une
vitesse de rotation moyenne constante, nous aurons alors f = fθ (de l’ordre de quelques
pour cent ou pour mille autour de la fre´quence de rotation moyenne). Il est bien suˆr
ne´cessaire de mesurer au pre´alable la vitesse de rotation moyenne.
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Figure 3.4: Moyennage synchrone de signaux de pe´riodes commensurables
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Densite´ Spectrale de corre´lation
Pour de´finir un spectre, il est ne´cessaire de calculer la transforme´e de Fourier du si-
gnal. Malheureusement, la transformation de Fourier de´finie par X (f) =
∫
R
x (θ) e−2pijfθdθ
n’est pas convergente, en moyenne quadratique lorsque x (θ) est un signal ale´atoire.
Il convient alors d’utiliser la de´composition de Crame´r pre´sente´e dans [Crame´r, 1999,
Blanc-Lapierre et Fortet, 1953] :
x (θ) =
∫
R
e2pijfθdX (f) (3.9)
Ou` dX (f) est l’incre´ment spectral a` la fre´quence f . Pour x (θ) centre´ (approche
cumulant), on a :
E {dX (f1) dX∗ (f2)} = d2ρx(2) (f1, f2) (3.10)
ou` d2ρx(2) (f1, f2) est une mesure de puissance qui quantifie l’interaction entre les deux
canaux f1 et f2 telle que :
κx(2) (θ1, θ2) =
∫
R2
e2pij(f1θ1−f2θ2)d2ρx(2) (f1, f2) (3.11)
La mesure d2ρx(2) (f1, f2) est une diffe´rentielle au second ordre d’une fonction cer-
taine ρx(2) (f1, f2) homoge`ne a` une distribution spectrale de la fonction d’autocovariance
κx(2) (θ1, θ2). Par suite, on admettra qu’il existe une densite´ de corre´lation spectrale (DCS)
Sx(2) (f1, f2) telle que :
d2ρx(2) (f1, f2) = Sx(2) (f1, f2) df1df2 (3.12)
La DCS de´pend alors de deux fre´quences et s’identifie a` un spectre lorsque ces der-
nie`res sont identiques : Sx(2) (f, f) d
2f = E {dX (f) dX∗ (f)}, et, dans le cas ge´ne´ral, a`
l’inter-spectre entre deux versions de´cale´es dans le domaine fre´quentiel de ∆f = f2 − f1 :
Sx(2) (f1, f1 + ∆f ) df1df2 = E {dX (f1) dX∗ (f1 + ∆f )}.
Dans le cas cyclostationnaire, la pe´riodicite´ du cumulant d’ordre 2 : κx(2) (θ1, θ2) =
κx(2) (θ1 + Θ, θ2 + Θ) applique´e aux e´quations (3.11) et (3.12) impliquera :
∫
R2
e2pij(f1θ1−f2θ2)d2ρx(2) (f1, f2) =
∫
R2
e2pij(f1θ1−f2θ2)Sx(2) (f1, f2) df1df2 (3.13)
=
∫
R2
e2pij(f1θ1−f2θ2)e2pijΘ(f1−f2)Sx(2) (f1, f2) df1df2 (3.14)
Soit :
d2ρx(2) (f1, f2) =
{
Sx(2) (f1, f2) df1df2 pourf1 = f2 +
k
Θ
, k ∈ Z
0 ailleurs
(3.15)
La mesure de puissance sera donc nulle partout sauf sur l’ensemble des droites d’e´qua-
tion f1 = f2 +
k
Θ
(cf. figure 3.6(a)). Il apparaˆıt alors inte´ressant de faire le changement de
repe`re : {
f = f1+f2
2
α = f1 − f2 (3.16)
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Ce changement de repe`re permet de faire apparaˆıtre la fre´quence cyclique α. Cette
fre´quence cyclique prend tout son sens en re´e´crivant l’e´quation 3.10 dans ce nouveau
repe`re :
Sx(2) (f, α) dfdα = E
{
dX
(
f +
α
2
)
dX∗
(
f − α
2
)}
(3.17)
La DCS apparaˆıt donc comme le produit de deux versions de´cale´es en fre´quence d’une
quantite´ α des incre´ments spectraux a` la fre´quence f . Une valeur non nulle de la DCS
caracte´risera donc un lien entre les fre´quences f − α
2
et f + α
2
.
On peut extraire la partie inte´ressante de cette mesure de puissance en de´finissant la
densite´ spectrale cyclique (DSC) qui correspond aux valeurs non nulles de la DCS :{
Sαx(2) (f) = Sx(2) (f, α)
Sx(2) (f, α) =
∑+∞
k=−∞ S
k/Θ
x(2) (f) δ
k
Θ
(3.18)
La densite´ de corre´lation est alors continue par rapport a` la variable f et discre`te par
rapport a` la fre´quence cyclique α. Ce re´sultat est une proprie´te´ remarquable des signaux
cyclostationnaires.
L’e´quation (3.17) est la forme syme´trique de la DCS. Il existe e´galement une forme
assyme´trique de´finie par :
Sx(2) (f, α) dfdα = E {dX (f + α) dX∗ (f)} (3.19)
L’estimation de la corre´lation spectrale se fera en deux e´tapes comme l’indique la figure
3.5(a) :
1. Pour une fre´quence cyclique donne´e α, on effectue deux de´calages fre´quentiels du
signal apodise´ en le multipliant respectivement par e+ipiαθ et e−ipiαθ. On obtient alors
deux signaux.
2. On calcule ensuite l’interspectre de ces deux signaux. L’interspectre obtenu corres-
pond alors a` une coupe de la corre´lation spectrale a` la fre´quence cyclique α choisie.
Comme la corre´lation spectrale est base´e sur le calcul d’un interspectre, on utilisera les
meˆmes techniques d’estimation : le pe´riodogramme moyenne´ et le pe´riodogramme lisse´.
La figure 3.5 illustre ces deux techniques.
La me´thode du pe´riodogramme moyenne´ est base´e sur le de´coupage du signal en K
blocs de M points. La corre´lation spectrale est tout d’abord calcule´e sur chacun de ces
blocs. Les corre´lations spectrales ainsi obtenues sont ensuite moyenne´es.
La me´thode du pe´riodogramme lisse´ est base´e sur le lissage d’une corre´lation spec-
trale calcule´e sur le signal complet. On sous-e´chantillonne ensuite cette image selon l’axe
fre´quentiel.
D’apre`s les calculs de complexite´ de [Bouillaut, 2000], la me´thode du pe´riodogramme
moyenne´ devient plus avantageuse a` partir de 4 moyennes, de plus, elle ne´cessite moins
de me´moire.
Lors de l’utilisation du pe´riodogramme moyenne´, il faudra prendre garde a` la me´thode
d’e´valuation de l’interspectre. En effet, dans les logiciels comme Matlab, la transforme´e de
Fourier est calcule´e en conside´rant que chacun des blocs de´bute a` un instant nul (n = 0).
De`s lors, pour la kie`me tranche, on introduira un de´phasage de e2pijαkM [Capdessus, 1992]
qu’il suffira de compenser pour estimer correctement la corre´lation spectrale.
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Le pe´riodogramme moyenne´ conduit a` faire un compromis entre le biais et la re´solution
fre´quentielle. En effet, le signal e´tant de taille finie, si l’on augmente le nombre de blocs
on diminue le biais, mais, un bloc de taille re´duite conduit a` une re´solution fre´quentielle
plus faible.
Un dilemme biais variance apparaˆıt pour l’estimateur base´ sur le pe´riodogramme lisse´
lors du choix de la feneˆtre de lissage : une feneˆtre de lissage de dure´e importante permet
de re´duire le biais mais la variance de´pend de la forme de cette feneˆtre.
Signaux presque-cyclostationnaires
Dans le cas presque-cyclostationnaire, le cumulant d’ordre 2 peut eˆtre approxime´ uni-
forme´ment par un polynoˆme trigonome´trique de la forme :
κx(2) (θ, τ) ≈
N∑
n=1
cn (τ) e
2pijνnθ (3.20)
Cette formulation conduira a` une mesure de puissance nulle partout sauf sur l’en-
semble des droites d’e´quation f1 = f2 + νn. La figure 3.6(b) montre ce support pour un
signal constitue´ de deux pseudo-pe´riodes cycliques ainsi que de leurs harmoniques. De`s
lors, les valeurs de la DSC non nulles correspondront non plus a` une fre´quence cyclique et
a` ces harmoniques mais a` l’ensemble des pseudo-pe´riodes {νn} (incluant les harmoniques).
Parmi les applications de la DSC, on pourra citer le degre´ de cyclostationnarite´ intro-
duit par Gardner et repris dans [Zivanovic et Gardner, 1991] :
DCS =
∑
α 6=0
∫
R
∣∣∣Sαx(2) (f)∣∣∣2 df∫
R
∣∣∣S0x(2) (f)∣∣∣2 df (3.21)
Ce degre´ de cyclostationnarite´ peut eˆtre interpre´te´ comme la distance avec le proces-
sus stationnaire le plus proche [Gardner et Franks, 1975]. Une e´tude et une ge´ne´ralisa-
tion des mesures de cyclostationnarite´ aux ordres supe´rieurs pourront eˆtre trouve´s dans
[Raad, 2003].
Autocovariance
L’autocovariance correspond au cumulant d’ordre 2. Puisqu’elle est pe´riodique dans le
contexte cyclostationnaire : κX(2) (θ1, θ2) = κX(2) (θ1 + Θ, θ2 + Θ), il est classique de faire
le changement de repe`re : {
θ = θ1+θ2
2
τ = θ2−θ1
2
(3.22)
On utilise e´galement la variance synchrone de´finie par κX(2) (θ, 0) qui correspond a` la
puissance instantane´e du syste`me.
Cas cyclostationnaire
Dans le cas cyclostationnaire on a κX(2) (θ, τ) = κX(2) (θ +mΘ, τ + nΘ) quels que
soient les entiers m et n. L’autocovariance admet donc un de´veloppement en se´rie de
Fourier dont les coefficients sont donne´s par :
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καX(2) (τ) =
1
Θ
∫ Θ
0
κX(2) (θ, τ) e
−2pijαθdθ avec α =
k
Θ
, k ∈ Z (3.23)
Ou` les fre´quences cycliques α sont multiples de la fre´quence de base du syste`me :
α = k
Θ
, k entier.
La fonction καX(2) (τ) est alors appele´e fonction d’autocovariance cyclique. Elle est relie´e
a` la DSC par :
Sαx(2) (f) =
∫
R
καX(2) (τ) e
−2pijfτdτ (3.24)
Cas presque-cyclostationnaire
Dans le cas presque-cyclostationnaire la variance peut eˆtre approxime´e par un poly-
noˆme trigonome´trique qui admet une de´composition de Fourier-Bohr (e´quation 3.20). Ce
polynoˆme fournit directement la valeur de la variance cyclique : καX(2) (τ) = cα (τ).
A la diffe´rence du cas cyclostationnaire ou` l’ensemble des valeurs α correspondait au
fondamental et a` ses harmoniques, elles correspondent ici a` un ensemble de fre´quences
donne´es.
La variance cyclique sera alors relie´e a` la DSC par :
Sαx(2) (f) ≈
∫
R
καX(2) (τ) e
−2pijfτdτ (3.25)
L’e´galite´ ne peut pas eˆtre utilise´e ici car le polynoˆme trigonome´trique approche seule-
ment la variance.
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Spectre de Wigner-Ville
Nous traitons ici des signaux stochastiques. Or, la distribution de Wigner-Ville
Sx(2) (θ, f) a e´te´ originellement conc¸ue pour des signaux de´terministes d’e´nergie finie par :
Sx(2) (θ, f) =
∫
R
x∗
(
θ − τ
2
)
x
(
θ +
τ
2
)
e−2pijfτdτ (3.26)
Pour pouvoir manipuler des signaux ale´atoires, nous allons utiliser le spectre de Wigner-
Ville [Martin, 1982, Antoni, 2000] SX(2) (θ, f) qui est de´fini comme l’espe´rance mathe´-
matique de la distribution de Wigner-Ville du processus ale´atoire centre´. Ainsi, pour un
processus ale´atoire X (θ) on aura :
SX(2) (θ, f) = E
{
SX(2) (θ, f)
}
(3.27)
Sous re´serve de commutativite´ entre l’espe´rance et l’inte´gration, il est possible de lier
l’autocovariance et le spectre de Wigner-Ville par :
SX(2) (θ, f) =
∫
R
κX(2) (θ, τ) e
2pijfτdτ (3.28)
Lorsque le processus stochastique X (θ) est (pseudo)-cyclostationnaire, le spectre de
Wigner-Ville pre´sente une structure (pseudo)-pe´riodique suivant la variable angulaire θ.
En combinant les e´quations (3.23) et (3.28), on peut e´crire :
SX(2) (θ, f) =
∫
R
e−2pijfτ
∑
α∈{νk}
καX(2) (τ) e
−2pijαθdτ (3.29)
=
∑
α∈{νk}
Sαx(2) (f) e
−2pijαθ (3.30)
Dans le cas cyclostationnaire, on aura {νk} = kΘ . Dans le cas presque-cyclostationnaire,
les fre´quences νk ne seront pas force´ment multiples entre elles, de plus, il conviendra de
remplacer l’e´galite´ par une approximation.
Cette e´quation e´tablit le lien entre le spectre de Wigner-Ville et la DSC.
La figure 3.7 re´sume les relations entre les diffe´rentes repre´sentations a` l’ordre 2.
3.2.3 Alternative dans le cas quasi-cyclostationnaire
Lorsque les signaux sont quasi-cyclostationnaires (il existe des pe´riodes incommensu-
rables entre elles), il est possible d’utiliser l’ope´rateur d’extraction de composante pe´rio-
dique 〈x (θ)〉Θ de´fini par l’e´quation (3.2).
Comme indique´ pre´ce´demment, cet ope´rateur apparaˆıt comme un filtre en peigne se´-
lectionnant uniquement les composantes de pe´riode Θ.
On peut alors ge´ne´raliser cet ope´rateur a` l’ordre 2 par :〈
κX(2) (θ1, θ2)
〉
Θ
= 〈E {[X (θ1)− 〈X (θ1)〉Θ] [X (θ2)− 〈X (θ2)〉Θ]∗}〉 (3.31)
Nous avons propose´ ici deux me´thodes pour traiter le cas presque cyclostationnaire :
soit de prendre en conside´ration et obtenir des statistiques presque-cyclostationnaires, soit
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Figure 3.7: Relations entre les diffe´rentes repre´sentations a` l’ordre 2
extraire chaque pe´riode (sous re´serve d’existence c’est-a`-dire de quasi-cyclostationnarite´)
et travailler alors sur des signaux cyclostationnaires. Le choix de la me´thode de´pendra
alors du type de signal et des traitements que l’on veut faire. Par exemple, si chaque
pe´riode a une signification physique, la dernie`re me´thode deviendra inte´ressante.
3.3 Application au diagnostic
Ce paragraphe a pour but de montrer un exemple d’exploitation de la cyclostationna-
rite´ pour le diagnostic de de´faut d’engrenages. Les signaux acce´le´rome`triques ont e´te´ acquis
au centre d’e´tudes et recherches EDF a` Chatou sur un banc d’essai de fatigue. Ces signaux
ont notamment e´te´ exploite´s dans [Fontanive et Prieur, 1992] et [El Badaoui, 1999]. Nous
proposons ici une autre analyse base´e sur la cyclostationnarite´.
Il s’agit d’un banc d’essai compose´ d’une roue de 56 dents et d’une autre de 15 dents. La
fre´quence de rotation de la roue menante est de 12, 5 Hz et la fre´quence d’e´chantillonnage
de 6, 4 kHz. Afin d’e´tudier l’apparition d’un de´faut, un essai de fatigue a e´te´ re´alise´. Tout
au long de cet essai 15 acquisitions ont e´te´ faites. Un de´faut de type e´caillage a e´te´ de´tecte´
a` partir de la dixie`me mesure. Le de´faut s’est aggrave´ progressivement jusqu’a` la rupture
d’une dent lors du quinzie`me releve´.
Dans les pre´ce´dentes publications, le de´faut a e´te´ de´tecte´ lors du 10ie`me essai. Par
ailleurs, les signaux ont e´te´ qualifie´s de “fortement bruite´s”. Nous allons, en exploitant
la cyclostationnarite´ retrouver ces meˆmes re´sultats. Pour cela, nous avons pre´alablement
re-e´chantillonne´ les signaux dans le domaine angulaire en estimant la phase instantane´e
par de´modulation autour de deux fois la fre´quence d’engre`nement.
La figure 3.8 montre les 15 acquisitions pendant une dure´e correspondant a` la pe´-
riode commune (intervalle au bout duquel l’engrenage revient dans la meˆme configuration
(meˆmes dents en contact). La pe´riode commune Θcom repre´sente 15 tours de la roue de
56 dents ou 56 tours de la roue de 15 dents (15 et 56 n’ayant pas de multiple commun).
Chacun des signaux a e´te´ normalise´ par rapport a` leur valeur creˆte-a`-creˆte avant affichage
afin de faciliter leur comparaison. Le de´faut apparaˆıt nettement le 11ie`me jour alors qu’il
avait e´te´ de´tecte´ par un expert le 10ie`me jour.
En toute rigueur les signaux d’engrenage sont cyclostationnaires, c’est-a`-dire qu’il
existe une pe´riode cyclique. Cette pe´riode correspond au cycle commun de l’engrenage.
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Figure 3.8: Premiers points du signal
Nous avons pre´fe´re´ les qualifier de polycyclostationnaires puisque physiquement cette pe´-
riode est compose´e de “sous” pe´riodes correspondant aux pe´riodes de rotation des roues
qui sont dans un rapport rationnel, il serait alors dommage de ne pas exploiter ces infor-
mations. Nous allons exploiter la moyenne synchrone sur la pe´riode commune Θcom afin
d’examiner l’apparition au dixie`me jour.
Si on conside`re le signal cyclostationnaire a` l’ordre 2, on le mode´lise sous la forme :
x (θ) = p (θ) + r (θ) (3.32)
Ou` p (θ) est un signal pe´riodique de pe´riode Θcom que l’on estimera a` l’aide d’une
moyenne synchrone. Le signal ne contient malheureusement que 7 blocs de taille Θcom.
La figure 3.9 montre l’estimation de cette pe´riode commune, le re´sidu est pre´sente´ sur la
figure 3.10. On peut constater que la pe´riode commune est tre`s proche du signal et que le
re´sidu n’apporte que peu d’information nouvelle.
Devant l’insucce`s de l’approche cyclostationnaire, nous allons utiliser une approche
polycyclostationnaire. Pour cela le signal sera mode´lise´ par :
x (θ) = p1 (θ) + p2 (θ) + p1,2 (θ) + r (θ) (3.33)
Ou` le signal est compose´ de deux signaux pe´riodiques p1 (θ) de pe´riode Θ1 et p2 (θ)
de pe´riode Θ2 dont la pe´riode correspond respectivement a` la 1
e`re et a` la 2e`me roue ; de
p1,2 (θ) de pe´riode Θcom correspondant a` l’interaction des 2 roues ; d’un signal re´siduel
r (θ) non pe´riodique. Nous supposerons que les pe´riodes Θ1 et Θ2 ne sont pas multiples
entre elles mais dans un rapport rationnel. Dans le cas contraire, cette approche n’aurait
aucun inte´reˆt.
La composante pre´ce´demment estime´e, p (θ) correspond a` la somme des trois com-
posantes pe´riodiques. L’estimation de p1 (θ) se fera en calculant la moyenne synchrone
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Figure 3.9: Pe´riode commune p (θ)
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Figure 3.10: Signal re´siduel r (θ)
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〈x (θ)〉Θ1 .
Malheureusement, l’estimateur de p1 (θ) est biaise´. En effet, comme p1,2 (θ) est pe´rio-
dique d’une part et que Θ1 est sous-multiple de cette pe´riode, une moyenne synchrone
calcule´e sur un nombre infini de blocs fera toujours apparaˆıtre un nombre fini α = Θcom
Θ1
de composantes de´cale´es de p1,2 (θ) lors du moyennage :
lim
N→∞
〈x (θ)〉NαΘ1 = limN→∞
1
Nα
Nα−1∑
k=0
[p1 (θ + kΘ1) + p2 (θ + kΘ1) + p1,2 (θ + kΘ1) + r (θ + kΘ1)]
(3.34)
Ou` :
– limN→∞ 1Nα
∑Nα−1
k=0 p1 (θ + kΘ1) correspondra, par de´finition a` p1 (θ),
– limN→∞ 1Nα
∑Nα−1
k=0 p2 (θ + kΘ1) = 0 puisque p2 (θ) est pe´riodique de pe´riode Θ2 qui
n’est pas multiple de Θ1,
– limN→∞ 1Nα
∑Nα−1
k=0 p1,2 (θ + kΘ1) =
1
α
∑α−1
k=0 p1,2 (θ + kΘ1) puisque p1,2 (θ) est pe´rio-
dique de pe´riode Θcom et que α pe´riodes sont contenues dans une pe´riode Θcom,
– limN→∞ 1Nα
∑Nα−1
k=0 r (θ) = 0 par de´finition puisque r (θ) n’est pas pe´riodique de
pe´riode Θ1.
Soit :
lim
N→∞
〈x (θ)〉NαΘ1 = p1 (θ) +
1
α
α−1∑
k=0
p1,2 (θ + kΘ1) 6= p1 (θ) (3.35)
Ne´anmoins, si les nombres de dents sont e´leve´s et qu’ils sont premiers entre eux, le
nombre α sera e´galement e´leve´. Il est tout de meˆme important de noter que l’estimateur
de p1 (θ) est quoiqu’il en soit biaise´.
Pour l’engrenage de EDF, nous allons essayer d’e´valuer la moyenne associe´e a` l’arbre 1 :
p1 (θ) + p1,2 (θ) (3.36)
Pour cela, nous avons e´value´ la moyenne synchrone suivant la pe´riode commune, pour
estimer la contribution :
p1 (θ) + p2 (θ) + p1,2 (θ) (3.37)
Puis nous avons retranche´ p2 (θ) estime´ par moyennage synchrone sur une pe´riode Θ2
(α = 56). Le re´sultat est pre´sente´ sur la figure 3.11.
Bien que l’estimation soit biaise´e (α = 56), le de´faut est nettement visible et au 10ie`me
jour (il se manifeste par l’apparition de pics dans le signal).
Ce signal a e´te´ qualifie´ de fortement bruite´, nous avons e´tabli ici que cette source
de bruit provenait de la contribution de la deuxie`me roue. Cette composante, fortement
e´nerge´tique lors des premie`res acquisitions masque les premiers signes de l’apparition du
de´faut. Lorsque le de´faut progresse, l’e´nergie associe´e a` la roue 1 porteuse du de´faut
devient plus importante et le fait ainsi ressortir sur le signal non traite´.
De nombreuses autres approches ou me´thodes comple´mentaires pourront eˆtre envisa-
ge´es. Nous nous sommes ne´anmoins limite´s a` cette dernie`re puisqu’elle est tre`s simple et
qu’elle illustre bien le proble`me du calcul de la moyenne synchrone dans le cas d’engre-
nages.
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Figure 3.11: Signal apre`s traitement
3.4 Conclusion
Nous avons de´fini dans ce chapitre la notion de cycloergodicite´ qui nous permet d’uti-
liser une seule re´alisation de dure´e suffisamment longue. En pratique, nous supposons
implicitement cette proprie´te´ ve´rifie´e. Nous avons e´galement de´fini les outils permettant
de caracte´riser la cyclostationnarite´ et la quasi-cyclostationnarite´ aux ordres 1 et 2. Enfin,
un exemple montre les limites de l’approche cyclostationnaire et l’inte´reˆt de l’approche
polycyclostationnaire pour les signaux d’engrenages.
Le chapitre suivant va illustrer l’utilisation de la cyclostationnarite´ dans le cadre de
signaux pseudo-quasicyclostationnaires sur les signaux de roulement.
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Chapitre 4
Cyclostationnarite´ floue
J
usqu’a` pre´sent, nous avons travaille´ avec des signaux cyclostationnaires. Le but de ce
chapitre est d’examiner le cas de signaux dont la ou les pe´riodes cycliques ne prennent
pas des valeurs certaines ; il s’agit par exemple de signaux acquis sous e´chantillonnage
temporel, issus de machines dont la vitesse de rotation instantane´e fluctue, ou bien, de
signaux issus de roulements lorsque les glissements entre billes et cages font que les pe´-
riodes cycliques deviennent des variables ale´atoires. Afin de qualifier ce fait, nous avons
introduit le vocable de “cyclostationnarite´ floue”. Nous allons de´finir plus pre´cise´ment
cette notion et voir dans quelles circonstances elle peut eˆtre exploite´e au meˆme titre que
la cyclostationnarite´.
4.1 De´finition
Une fonction h (t) sera dite cyclostationnaire floue (respectivement presque cyclosta-
tionnaire floue) aux ordres {o1, o2, · · · } si et seulement s’il existe une fonction θ = g (t)
strictement croissante, une fonction f (θ) cyclostationnaire (respectivement presque cy-
clostationnaire) aux ordres {o1, o2, · · · }, ainsi qu’un filtre variant dans le temps r (t, τ)
telle que l’on puisse e´crire :
h (t) = f [g (t)] ∗ r (t, τ) (4.1)
On prend donc en compte la relation entre l’angle et le temps d’une part en introdui-
sant un changement de variable et d’autre part on tient compte d’un filtrage de´pendant
du temps et de l’angle (et donc de la vitesse de rotation), car la structure me´canique
agit comme un filtre dans le domaine temporel. De`s lors, si la fluctuation de vitesse est
importante, les harmoniques associe´es aux fre´quences de rotation se de´placeront sur le
spectre et n’aurons pas ne´cessairement la meˆme ponde´ration.
4.2 Impact des fluctuations de vitesse ale´atoires
Dans cette partie nous allons conside´rer un signal vibratoire a` variable ge´ne´rique an-
gulaire x (θ) (issu d’un engrenage par exemple) qui peut s’e´crire :
x (θ) =
I∑
i=1
ci (θ) e
jωiθ (4.2)
83
CHAPITRE 4. CYCLOSTATIONNARITE´ FLOUE
ou` les ωi correspondent aux ordres (l’ordre i correspond a` i fois la fre´quence de rota-
tion), et les termes ci (θ) sont des composantes stationnaires. Ce signal est cyclostation-
naire a` la pe´riode 2pi
ω1
. Afin de l’examiner en fonction du temps t, nous allons utiliser une
loi de position de la forme :
θ (t) = vmoyt+ φ (t) avec φ (t) =
∫ t
−∞
v (u) du (4.3)
ou` vmoy est la vitesse moyenne, v (t) caracte´rise les fluctuations autour de la vitesse
moyenne, et, φ (t) est la phase instantane´e associe´e a` v (t). Nous conside´rons ici que les
fluctuations de vitesse sont faibles vis-a`-vis de la vitesse moyenne. D’autre part, nous
conside´rons que θ (t) est une fonction strictement croissante, c’est-a`-dire que la machine
tournante associe´e a` ce mode`le ne fait pas de retour en arrie`re a` cause de son inertie.
La pe´riode cyclique n’e´tant plus constante, on de´finit la pe´riode cyclique moyenne
Tmoy = 1/vmoy.
Si x (θ) est cyclostationnaire, le signal x (t) = x [θ (t)] est donc cyclostationnaire flou.
Nous ne conside´rons pas pour l’instant l’effet du filtrage par la structure me´canique, il
sera e´tudie´ se´pare´ment dans un autre paragraphe.
4.2.1 Effet a` l’ordre 1
Afin de caracte´riser la cyclostationnarite´ a` l’ordre 1, nous allons calculer la moyenne
(d’ensemble) du processus stochastique associe´ a` x (t). Soient {X (t)}, {X (θ)}, {Φ (t)},
{Ci (θ)} les processus stochastiques dont les re´alisations sont respectivement x (t), x (θ),
φ (t) et ci (θ).
Dans le domaine temporel, nous aurons :
E {X (t)} =
I∑
i=1
E
{
Ci [vmoyt+ Φ (t)] e
jωiΦ(t)
}
ejωivmoyt︸ ︷︷ ︸
de´terministe
(4.4)
Nous devons alors calculer :
E
{
Ci [vmoyt+ Φ (t)] e
jωiΦ(t)
}
= EΦ
{
E {Ci [vmoyt+ Φ (t)] |Φ (t)} ejωiΦ(t)
}
(4.5)
Ou` E {A|B} est l’espe´rance de A conditionne´e par B, et EB {A} est l’espe´rance calcule´e
relativement a` B.
Comme Ci (θ) est stationnaire, Ci [vmoyt+ Φ (t)] le sera e´galement (l’absence de retour
en arrie`re empeˆche l’apparition de pe´riodicite´). On pourra donc de´finir la quantite´ µCi(1)
alors inde´pendante de Φ (t), correspondant a` :
µCi(1) = E {Ci [vmoyt+ Φ (t)] |Φ (t)} (4.6)
Cette quantite´ correspond a` l’amplitude de l’ordre i dans l’espe´rance.
Nous aurons alors :
EΦ
{
µCi(1)e
jωiΦ(t)
}
= µCi(1)
∫
ejωiϕpΦ (ϕ, t) dϕ (4.7)
Ou` pΦ (ϕ, t) est la densite´ de probabilite´ de Φ. Finalement, l’espe´rance du signal dans
le domaine temporel sera :
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E {X (t)} =
I∑
i=1
[
ejωivmoytµCi(1)
∫
ejωiϕpφ (ϕ, t) dϕ
]
(4.8)
Dans [Antoni et al., 2004], il est conclu que le moment d’ordre 1 est pe´riodique si et
seulement si la fluctuation de vitesse posse`de des statistiques pe´riodiques ou si elle est
stationnaire. Nous allons ici, discuter plus en de´tail de l’interpre´tation de ce re´sultat.
Conditions pour la conservation de la cyclostationnarite´
Supposons pΦ (ϕ, t) pe´riodique a` la pe´riode T . Pour pouvoir trancher sur la cyclosta-
tionnarite´ a` l’ordre 1, il faut tenir compte non seulement de la pe´riode cyclique moyenne
Tmoy =
2pi
vmoy
mais aussi d’e´ventuelles pe´riodicite´s dans la densite´ de probabilite´ de Φ.
– Si T = k · Tmoy, k ∈ N, la pe´riode du moment d’ordre 1 sera alors impose´e par
pΦ (ϕ, t) et le signal re´sultant sera alors cyclostationnaire a` l’ordre 1 a` la pe´riode
cyclique T .
Un tel cas peut apparaˆıtre :
– dans les re´ducteurs a` engrenage si la roue de sortie pre´sente un de´faut qui ge´ne`re
des fluctuations de vitesse a` sa pe´riode de rotation,
– a` cause d’une charge non e´quilibre´e qui engendre une fluctuation de vitesse a` la
fre´quence de rotation de l’arbre.
– Si T = Tmoy
k
, k ∈ N, la pe´riode du moment d’ordre 1 sera alors impose´e par le terme
ejωivmoyt. Le signal sera alors cyclostationnaire a` la pe´riode cyclique Tmoy.
De telles fluctuations de vitesse peuvent eˆtre ge´ne´re´es par des de´fauts d’alignement
(fre´quence double de la fre´quence de rotation).
– Si la fluctuation de vitesse est stationnaire. Dans ce cas, pΦ (ϕ, t) = pΦ (ϕ) ne de´pend
plus du temps. On obtient donc un signal cyclostationnaire a` la pe´riode cyclique Tmoy
(cette pe´riode e´tant impose´e par le terme ejωivmoyt).
Un tel signal peut eˆtre ge´ne´re´ par un broyeur de pierres ou` chaque pierre diffe´rente
produirait une fluctuation de nature diffe´rente.
Lorsque le signal est compose´ de plusieurs pe´riodes cycliques, il y a deux cas possibles :
– Soit les pe´riodes sont commensurables, alors elles ont une tre`s forte chance d’avoir
la meˆme origine physique donc d’eˆtre soumise a` la meˆme densite´ de probabilite´ (cas
des engrenages). On utilise alors leur pe´riode commune.
– Soit elles sont incommensurables et cela signifie que leurs origines physiques sont
diffe´rentes, et donc que les densite´s de probabilite´ de leurs variations peuvent eˆtre
tre`s diffe´rentes e´galement. Dans cas, il est impossible de conclure sur la cyclosta-
tionnarite´.
Effet de filtrage passe-bas
Nous allons tout d’abord nous inte´resser au terme
∫
ejωiϕpΦ (ϕ, t) dϕ. Il correspond
a` la transforme´e de Fourier de la densite´ de probabilite´ pΦ (ϕ, t). Si cette densite´ est
Gaussienne centre´e suivant ϕ d’e´cart type σ :
pΦ (ϕ, t) =
f (t)
σ
√
2π
· e− ϕ
2
2σ2 (4.9)
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Le moment d’ordre 1 devient :
E {X (t)} =
I∑
i=1
[
ejωivmoytµCi(1)f (t) e
−ω2i σ2/2
]
(4.10)
Cette e´quation comporte le terme e−ω
2
i σ
2/2, qui est d’autant plus faible que l’ordre ωi
ou que l’e´cart type σ sont importants. Ce terme agit donc sur le moment d’ordre 1 comme
un filtre passe bas.
Dans le pire des cas (grande fluctuation de vitesse), l’e´cart type tendra vers l’infini et
l’exponentielle vers 0. Le moment d’ordre 1 sera alors nul. Toute l’information a` l’ordre 1
associe´e au cycle est donc de´truite par les fluctuations de vitesse.
Dans le cas ide´al (aucune fluctuation), l’e´cart type est nul, et le terme e−ω
2
i σ
2/2 = 1. Il
n’y a donc plus de filtrage et toute l’information est conserve´e.
Ce filtrage re´duit donc la quantite´ d’information a` l’ordre 1 par rapport au cas cyclo-
stationnaire.
4.2.2 Effet a` l’ordre 2
Pour caracte´riser la cyclostationnarite´ pure a` l’ordre 2, nous allons exprimer le cumu-
lant d’ordre 2 [Antoni et al., 2004], nous apporterons ensuite nos propres conclusions sur
le filtrage et la conservation de la cyclostationnarite´ :
κX(t)(2) = E {X∗ (t1)X (t2)} − E {X∗ (t1)}E {X (t2)} (4.11)
=
M∑
m=1
N∑
n=1
E
{
C∗m [vmoyt1 + Φ (t1)]Cn [vmoyt2 + Φ (t2)] e
j[ωnΦ(t2)−ωmΦ(t1)]} · · ·(4.12)
· · · ejvmoy(ωnt2−ωnt1)︸ ︷︷ ︸
de´terministe
−E {X∗ (t1)}E {X (t2)} (4.13)
(4.14)
Nous devons alors calculer :
E
{
C∗m [vmoyt1 + Φ (t1)]Cn [vmoyt2 + Φ (t2)] e
j[ωnΦ(t2)−ωmΦ(t1)]}(4.15)
= EΦ
{
E {C∗m [vmoyt1 + Φ (t1)]Cn [vmoyt2 + Φ (t2)] |Φ (t1) ,Φ (t2)} ej[ωnΦ(t2)−ωmΦ(t1)]
}
(4.16)
En exploitant la stationnarite´ de Ci (θ) et donc celle de Ci (vmoyt+ Φ (t)), nous pouvons
de´finir :
µCi(2) [vmoy (t2 − t1) + Φ (t2)− Φ (t1)] = E {C∗m [vmoyt1 + Φ (t1)]Cn [vmoyt2 + Φ (t2)] |Φ (t1) ,Φ (t2)}
(4.17)
Nous aurons alors :
Dm,n (t1, t2) = EΦ
{
µCi(2) [vmoy (t2 − t1) + Φ (t2)− Φ (t1)] ej[ωnΦ(t2)−ωmΦ(t1)]
}
(4.18)
=
∫ ∫
µCi(2) [vmoy (t2 − t1) + ϕ2 − ϕ1] pΦ(2) (ϕ1, ϕ2; t1, t2) · · · (4.19)
· · · ej[ωnϕ2−ωmϕ1]dϕ1dϕ2 (4.20)
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Finalement, le moment d’ordre 2 du signal dans le domaine temporel sera :
κX(t)(2) =
[
M∑
m=1
N∑
n=1
Dm,n (t1, t2) e
jvmoy(ωnt2−ωmt1)
]
− E {X∗ (t1)}E {X (t2)} (4.21)
Effet de filtrage passe-bas
Cette e´quation est similaire a` une transforme´e de Fourier a` deux dimensions suivant
ϕ1 et ϕ2 (a` un signe pre`s). Dans cette transforme´e de Fourier, le moment d’ordre 2 est
ponde´re´ par la densite´ de probabilite´ conjointe de Φ (t). Comme dans le cas pre´ce´dent,
il est possible de faire apparaˆıtre un effet de filtrage passe bas qui conduira a` une perte
d’information.
Conditions pour la conservation de la cyclostationnarite´
Nous retrouvons dans l’expression du cumulant d’ordre 2 la densite´ de probabilite´
conjointe de la variation de vitesse, la pre´sence de l’exponentielle ejvmoy(ωnt2−ωnt1) et le
produit des espe´rances de X. De`s lors, tout comme pour l’ordre 1, la cyclostationnarite´ a`
l’ordre 2 de´pendra des proprie´te´s des fluctuations de la pe´riode cyclique :
– Soit la pe´riode T de pΦ(2) est multiple ou sous multiple de la pe´riode moyenne Tmoy,
auquel cas le signal est cyclostationnaire selon la plus grande des pe´riodes,
– Soit les fluctuations sont stationnaires, auquel cas, la densite´ conjointe de probabilite´
ne de´pend plus du temps et le signal est cyclostationnaire selon la pe´riode Tmoy.
Ces calculs (mis a` part les conclusions) ont e´te´ ge´ne´ralise´s aux ordres supe´rieurs dans
[Raad, 2003].
Dans ce paragraphe, nous avons montre´ que sous certaines conditions, un signal cy-
clostationnaire flou peut devenir cyclostationnaire. Ces conditions sont assez fortes : il
faut la stationnarite´ ou la cyclostationnarite´ de la variation de vitesse, avec une pe´riode
cyclique multiple ou sous mutliple de la vitesse moyenne. Nous allons maintenant e´tudier
l’effet des fluctuations de vitesse pe´riodiques et de´terministes.
4.3 Fluctuations de vitesse pe´riodiques et de´termi-
nistes
Soit un signal cyclostationnaire flou associe´ a` une fluctuation de vitesse cosinuso¨ıdale.
v (t) = ∆ cos (αt) + v0 (4.22)
θ (t) = v0t+
∆
α
sin (αt) (4.23)
Ou` :
– v0 est la vitesse moyenne,
– ∆ caracte´rise l’amplitude de la fluctuation de vitesse,
– α est la pulsation de la fluctuation de vitesse.
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Le signal x (θ) devient dans le domaine temporel :
x (t) =
I∑
i=1
ci [θ (t)] e
jωi[v0t+∆α sin(αt)] (4.24)
En utilisant les fonctions de Bessel de 1e`re espe`ce Jn (z), on peut e´crire :
ejωi
∆
α
sin(αt) =
∞∑
n=−∞
ejnαtJn
(
ωi∆
α
)
(4.25)
puis en remplac¸ant ci [θ (t)] par ci (t), x (t) s’e´crit alors :
x (t) =
I∑
i=1
ci (t) e
jωiv0t
∞∑
n=−∞
ejnαtJn
(
ωi∆
α
)
(4.26)
Qui aura comme transforme´e de Fourier :
X (f) =
I∑
i=1
+∞∑
n=−∞
Jn
(
ωi∆
α
)
Ci
(
f − ωiv0 + nα
2π
)
(4.27)
Ou` Ci (f) est la transforme´e de Fourier de ci (t).
Cette e´quation montre que les fluctuations de vitesse vont se mate´rialiser par l’appari-
tion de composantes distantes de nα
2pi
par rapport au pic principal a` ωiv0
2pi
ponde´re´es par des
fonctions de Bessel (modulation de fre´quence). La figure 4.1 montre une repre´sentation
graphique des fonctions de Bessel (on obtient les termes associe´s aux ordres ne´gatifs en
utilisant J−n (t) = (−1)n Jn (t) pour n entier).
Effet de filtrage passe-bas
En observant la courbe 4.1 du haut, on note que plus la contribution ωi∆
α
est impor-
tante, plus l’enveloppe de la courbe de Bessel est faible. Ainsi, plus l’ordre ωi est grand,
plus la composante Ci
(
f − ωiv0+nα
2pi
)
est atte´nue´e. On retrouve donc un effet de filtrage
passe bas donc une perte d’information de´ja` mise en e´vidence au paragraphe pre´ce´dent.
Ge´ne´ration de bandes late´rales
La courbe du bas montre les ponde´rations Jn
(
ωi∆
α
)
pour un ωi∆
α
donne´ en fonction de
l’ordre. Si ∆ = 0 (pas de fluctuation), seul le coefficient n = 0 n’est pas nul. Ce re´sultat
est logique puisqu’il supprime la ponde´ration issue de la modulation. Lorsque la fre´quence
de la fluctuation de vitesse α reste plus forte que ∆ωi, l’e´nergie reste concentre´e autour de
l’ordre 0, c’est-a`-dire que l’on ge´ne`re des bandes late´rales de faibles amplitudes. Quand ce
rapport s’inverse (par exemple a` cause d’un accroissement de l’amplitude de la modulation
∆), les bandes late´rales deviennent alors plus e´nerge´tiques que la composante centrale.
Conditions pour la conservation de la cyclostationnarite´
A l’aide de cette expression nous pouvons retrouver quelques conclusions du para-
graphe pre´ce´dent :
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Figure 4.1: Fonctions de Bessel de 1e`re espe`ce
– Si la pulsation de la fluctuation α est multiple de ωiv0, alors, pour chacune des
valeurs de n, la fre´quence ωiv0 +nα sera identique a` celle d’une harmonique de ωiv0.
La pe´riode cyclique du signal sera donc 2pi
v0
.
– Si la pulsation ωiv0 est multiple de α, la pe´riode cyclique du signal sera
2pi
α
.
Alors que dans le cas de fluctuations ale´atoires, nous n’avions pas conclu lorsque
les fre´quences α et ωiv0 e´taient incommensurables, le cadre limitatif des fluctuations de
vitesse de´terministes va nous permettre de prendre en compte de telles fluctuations. En
effet, bien que le processus ne soit pas ne´cessairement cyclostationnaire, il est toujours
possible d’effectuer des moyennes synchrones. L’interpre´tation fre´quentielle de la moyenne
synchrone (filtre en peigne) nous sera particulie`rement utile puisque nous connaissons
la transforme´e de Fourier du signal. Si l’on conside`re que Di (f) est relativement basse
fre´quence vis a` vis de α, une moyenne synchrone a` la pe´riode 2pi
ωiv0
nous permettra d’extraire
la ou les composantes pe´riodiques et d’e´liminer les bandes late´rales en nα. En pratique,
l’efficacite´ de la moyenne de´pendra du nombre de blocs (qui conditionne la se´lectivite´ du
filtre). Plus la valeur de α est faible, plus le nombre de moyennes ne´cessaire a` la disparition
des modulations inde´sirables devra eˆtre grand.
Ainsi, lorsque la fluctuation de vitesse n’est pas a` une fre´quence commensurable avec
ωi∆, il est toujours possible d’utiliser la moyenne synchrone pour extraire une contribution
pe´riodique. Dans le cas contraire, les signaux conservent certes leur cyclostationnarite´ mais
il n’est pas aussi aise´ de supprimer la pollution engendre´e par les fluctuations de vitesse.
Il est possible de ge´ne´raliser ces calculs en utilisant une loi de position de la forme :
θ (t) = v0t+
K∑
k=1
∆ck
αck
cos (αckt) +
K∑
k=1
∆sk
αsk
sin (αskt) (4.28)
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Dans ce cas, l’e´quation (4.27) devient :
X (f) =
I∑
i=1
+∞∑
n1=−∞
· · ·
+∞∑
nK=−∞
[
K∏
k=1
jnkJnk
(
ωi∆ck
αck
)]
Di
(
f − ωiv0 +
∑K
k=1 nkαck
2pi
)
(4.29)
+
I∑
i=1
+∞∑
n1=−∞
· · ·
+∞∑
nK=−∞
[
K∏
k=1
Jnk
(
ωi∆sk
αsk
)]
Di
(
f − ωiv0 +
∑K
k=1 nkαsk
2pi
)
(4.30)
On obtient alors une e´quation plus de´licate a` manipuler mais permettant de prendre en
compte toutes les fluctuations de vitesse pe´riodiques. Les conclusions sont similaires au
cas pre´ce´dent en remplac¸ant nαk par une combinaison line´aire des nkαk.
En conclusion, les fluctuations de vitesse rendront le spectre plus complexe en ajoutant
de nombreuses bandes late´rales. Lorsque les pe´riodes sont incommensurables entre elles,
la moyenne synchrone permet de supprimer les bandes late´rales, ce qui n’est pas possible
dans le cas contraire.
4.4 Effet du filtrage par la structure
Nous allons rappeler les calculs faits dans [Antoni et al., 2004] et apporter nos conclu-
sions. Avant d’arriver au capteur, les signaux vibratoires passent par la structure me´ca-
nique qui agit comme un filtre. Nous allons ici, e´tudier l’effet de ce filtrage. Afin d’eˆtre
plus clair, nous notons la variable selon laquelle est fait le calcul a` l’aide d’un indice :
xθ (θ) ou xt (t).
Pre´ce´demment, nous avons de´fini la relation entre l’angle et le temps par l’e´quation
(4.3). Etant donne´ qu’il n’y a pas de retour en arrie`re de la machine tournante, cette
relation est bijective et la fonction re´ciproque peut s’e´crire :
t (θ) = u0θ + ψ (θ) avec ψ (θ) =
∫ θ
−∞
s (θ) dθ (4.31)
Ou` s (θ) est exprime´ en s/rad, soit l’unite´ inverse d’une vitesse angulaire.
Si {X (t)} est un processus stochastique cyclique re´el, cyclostationnaire suivant θ de
pe´riode cyclique Θ, de re´alisation x (t) et {Y (t)} le processus re´sultant du filtrage de X (t)
par un filtre de re´ponse impulsionnelle h (t), alors :
Y (t) =
∫ t
−∞
Xt (τ)h (t− τ) dτ (4.32)
Si on remplace t par t (θ), on obtient :
Y (t) =
∫ t=u0θ+ψ(θ)
−∞
Xt (τ)h [u0θ + ψ (θ)− τ ] dτ (4.33)
Cette e´quation peut eˆtre e´crite dans le domaine angulaire en utilisant le chan-
gement de variable τ = u0r + ψ (r) ou` r est un retard angulaire et la notation
Xθ (r) = Xt [u0r + ψ (r)].
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Y (θ) =
∫ θ
−∞
Xθ (r)h [u0 (θ − r) + ψ (θ)− ψ (r)] [u0 + s (r)] dr (4.34)
=
∫ θ
−∞
Xθ (r) g (θ, r) dr (4.35)
Avec :
g (θ, r) = h [u0 (θ − r) + ψ (θ)− ψ (r)] [u0 + s (r)] (4.36)
Nous constatons ici que le filtre qui de´pendait uniquement de τ dans le domaine
temporel est maintenant lie´ aux deux variables r et θ.
Les moments d’ordre n du processus a` valeurs re´el Y sont alors donne´s par :
µY (θ1,··· ,θn)(n) = E
{
N∏
n=1
Yθ (θn)
}
= E
{∫ θ
−∞
· · ·
∫ θ
−∞
N∏
n=1
Xθ (rn) g (θn, rn) dr1 · · · drN
}
(4.37)
Si les fluctuations de vitesses sont de´terministes, alors g le sera aussi et on pourra
e´crire :
µY (θ1,··· ,θn)(n) =
∫ θ
−∞
· · ·
∫ θ
−∞
µX(r1,··· ,rn)(n)g
n (θ, ri) dr1 · · · drN (4.38)
Pour tester la cyclostationnarite´ de Y a` la pe´riode cyclique Θ, posons :{
θ = θ + Θ
ρ = r −Θ (4.39)
Le moment d’ordre n devient alors :
µY (θ1+Θ,··· ,θn+Θ)(n) =
∫ θ+Θ
−∞
· · ·
∫ θ+Θ
−∞
µX(ρ1+Θ,··· ,ρn+Θ)(n)g
n (θ + Θ, ρn + Θ) dρ1 · · · dρN
(4.40)
En exploitant la cyclostationnarite´ du processus X suivant l’angle, nous pouvons
e´crire :
µY (θ1+Θ,··· ,θn+Θ)(n) =
∫ θ+Θ
−∞
· · ·
∫ θ+Θ
−∞
µX(ρ1+Θ,··· ,ρn+Θ)(n)g
n (θ + Θ, ρn + Θ) dρ1 · · · dρN
(4.41)
Avec :
g (θ + ρ, r + ρ) = h [u0 (θ − r) + ψ (θ + ρ)− ψ (r + ρ)] [u0 + s (r + ρ)] (4.42)
De`s lors, la cyclostationnarite´ du signal sera conditionne´e par la pe´riodicite´ du filtre
g. D’apre`s l’expression de ce filtre (e´quation 4.42) la pe´riodicite´ de ce filtre est lie´e a` la
pe´riodicite´ de ψ (θ), et de sa de´rive´e :
– si ψ (θ) est pe´riodique, a` la pe´riode Θ, le signal apre`s filtrage conservera ses proprie´te´s
de cyclostationnarite´ a` la pe´riode cyclique Θ,
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– si ψ (θ) est pe´riodique, a` une pe´riode Θ2 multiple de Θ, le signal ne sera plus cyclo-
stationnaire a` la pe´riode cyclique Θ mais a` la pe´riode cyclique Θ2,
– si ψ (θ) est pe´riodique, a` une pe´riode Θ3 telle que Θ est multiple de Θ3, alors le
signal conservera ses proprie´te´s de cyclostationnarite´ a` la pe´riode cyclique Θ.
– dans le cas d’une fluctuation de vitesse stationnaire, le signal conservera e´galement
ses proprie´te´s de cyclostationnarite´ a` la pe´riode cyclique Θ.
– dans les autres cas, le signal deviendra non stationnaire.
4.5 Fluctuations de pe´riodes cycliques ale´atoires non
cyclostationnaires
Pour illustrer ce cas de figure, nous allons nous appuyer sur deux mode`les de signaux de
roulements issus de [Randall et al., 2001a] et [Antoni et Randall, 2003]. Nous allons tout
d’abord pre´senter le point commun de ces deux mode`les, puis leurs prises en comptes diffe´-
rente des fluctuations de la pe´riode cyclique due au glissement entre billes et cages. Enfin,
nous pre´senterons diffe´rents calculs issus de ses deux articles afin de montrer l’impact de
ces fluctuations sur la cyclostationnarite´.
4.5.1 Mode`le pour les signaux acce´le´rome`triques de roulements
La figure 4.2 pre´sente les phe´nome`nes physiques mis en jeux dans les roulements
[McFadden et Smith, 1984].
1. Les chocs dus au de´faut seront mode´lise´s par une suite de diracs
∑
i δTi aux instants
Ti.
2. Cette suite est module´e par la charge exerce´e entre l’arbre et le support du rou-
lement. Un exemple de forme pour la charge est indique´e sur la figure 4.2. Cette
modulation sera prise en compte par une fonction A (t) cyclostationnaire aux ordres
1 et 2 a` la fre´quence fm.
3. Le signal x (t) est ensuite convolue´ a` la re´ponse impulsionnelle de la structure.
Comme la distance entre le de´faut et le capteur n’est pas fixe, cette re´ponse varie au
cours du temps. Elle sera repre´sente´e sous la forme d’un filtre pe´riodique de re´ponse
r (t, τ).
Dans ces conditions, il est possible d’utiliser le mode`le suivant
[Antoni et Randall, 2003] :
Impacts
Chargedistribuée
Variation de la
fonction de transfert
Défaut Charge
Accélération
Accéléromètre
Figure 4.2: Mode`le du signal vibratoire
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d (t) = A (t)
∑
i
δTi (4.43)
x (t) = d (t) ∗ r (t, τ) (4.44)
Comme le terme A (t) est cyclostationnaire, ses moments, pe´riodiques, pourront s’e´crire
sous la forme :
µA(t)(1) (t) =
∑
k∈Z
ake
2pijkfmt (4.45)
µA(t)(2) (t, τ) =
∑
k∈Z
RkA (t, τ) e
2pijkfmt (4.46)
En raison de son caracte`re pe´riodique, le filtre r peut eˆtre e´crit sous la forme
[Antoni et Randall, 2003] :
r (t, τ) =
{ ∑
k∈Z rk (t− τ) e2pijkfmt pour τ ≤ t
0 pour τ > t
(4.47)
ou` les rk (τ) repre´sentent des filtres line´aires.
Ce mode`le est donc un cas typique de cyclostationnarite´ floue. En effet, on retrouve
un processus cyclique d (t) convolue´ par une re´ponse impulsionnelle de´pendant a` la fois
du temps et de la position des billes du roulement.
Nous allons maintenant pre´senter deux manie`res de mode´liser le processus ge´ne´rateur
des instants d’impacts Ti.
4.5.2 Mode`les pour la ge´ne´ration des impacts
Soit ∆i = Ti+1 − Ti l’e´cart entre deux chocs. La pe´riode moyenne entre deux chocs
est de´finie ici par Tmoy = E {∆i}. Le processus stochastique {Ti} a e´te´ mode´lise´ de deux
manie`res diffe´rentes. Le premier mode`le [Randall et al., 2001a], utilise une expression du
type :
Ti = i · Tmoy + ei (4.48)
Ou` ei repre´sente la fluctuation de la pe´riode autour de la pe´riode moyenne. Le terme ei
sera ici mode´lise´ par une loi normale centre´e. La figure 4.3 (en haut) montre une re´alisation
simule´e de x (t) base´e sur ce mode`le (les e´carts ei ont volontairement e´te´ exage´re´s). Les
fle`ches longues indiquent la pe´riode moyenne Tmoy. Elles de´coupent le signal en blocs de
taille Tmoy. Les petites fle`ches traduisent les fluctuations de vitesse ei autour de la pe´riode
moyenne. Cette me´thode mode´lise une fluctuation autour d’une pe´riode moyenne. Si l’on
superpose chacun des cycles (de dure´e Tmoy), on obtiendra alors une distribution autour
de la pe´riode moyenne dont l’e´cart type est celui de ei (voir figure 4.4).
Le deuxie`me mode`le [Antoni et Randall, 2002, Antoni et Randall, 2003] s’exprime par
les e´quations suivantes :
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Ti = Ti−1 + Tmoy + ei (4.49)
= i · Tmoy +
i∑
j=0
ej (4.50)
Ou` ei repre´sente la fluctuation autour de l’e´cart moyen entre les chocs Tmoy. La figure
4.3 (en bas) montre une re´alisation de x (t) base´e sur ce mode`le (les fluctuations sont les
meˆmes que pour la figure pre´ce´dente). A la diffe´rence de la figure pre´ce´dente, l’origine
des fle`ches ne de´bute pas a` la fin de la pre´ce´dente mais apre`s chaque choc. Il s’agit d’une
marche ale´atoire. Si le signal est de´coupe´ en blocs de taille Tmoy et que ces derniers
sont superpose´s, la distribution s’e´largira au fil du temps. Alors que le pre´ce´dent mode`le
traduisait un e´cart ale´atoire par rapport a` une pe´riode moyenne, celui-ci correspond a` un
e´cart ale´atoire par rapport au choc pre´ce´dent (figure 4.4). De`s lors, le signal n’est plus
synchronise´ car les “e´carts s’accumulent” : l’e´cart type de la distribution n’est donc plus
constant mais
√
i fois celui de ei.
Le deuxie`me mode`le, en contradiction avec la figure 4.5 est plus logique. En effet,
le choc issu du de´faut est lie´ a` l’instant du dernier choc. Ne´anmoins, nous ne disposons
pas de signaux suffisament long pour e´tayer cette hypothe`se. Ce mode`le tend a` rendre
le signal non stationnaire et non cyclostationnaire si l’on conside`re un nombre infini de
pe´riodes [Antoni et Randall, 2002]. Si le nombre de pe´riodes et l’e´cart type sont faibles,
il est possible d’utiliser le premier mode`le. Il a l’avantage de ge´ne´rer des signaux cyclo-
stationnaires. La figure 4.5 montre des signaux issus de roulement posse`dant un de´faut
sur la bague interne. On peut constater que l’approximation par le premier mode`le est
possible dans ce cas. L’observation d’un plus grand nombre de cycles (non disponibles)
aurait peut-eˆtre conduit a` une “de´synchronisation”.
Nous allons maintenant comparer les effets de ces deux mode`les [Randall et al., 2001a]
et [Antoni et Randall, 2003]. Pour cela, nous allons nous appuyer sur le formalisme de´crit
dans [Srinivasan et al., 1967].
4.5.3 Processus de ge´ne´ration d’impacts - Comparaison des
deux approches
Nous allons dans un premier temps caracte´riser les impacts. Soit {Y (t)}, un processus
stochastique ge´ne´rant une se´rie d’impacts mate´rialise´s par des diracs :
0 1000 2000 3000 4000 5000
-2
0
2
1èreapproche
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
-2
0
2 2ème approche
Figure 4.3: Mode`les de fluctuations de vitesse
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Figure 4.4: Cycles superpose´s
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Figure 4.5: Cycles superpose´s - de´faut de roulement sur bague interne
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Y (t) =
∞∑
k=0
δTk (4.51)
Soit N (t), le nombre d’impacts rencontre´s dans Y (t) dans l’intervalle [0;T ]. Pour une
re´alisation donne´e, N (t) apparaˆıt comme une fonction en “marches d’escalier”. Ces deux
processus sont lie´s par :
Y (t) =
dN (t)
dt
(4.52)
Nous allons nous inte´resser a` la quantite´ dN (t) qui correspond au nombre d’impacts
dans l’intervalle [t, t+ dt]. En supposant que le premier impact a lieu a` T0 = 0, nous
pouvons e´crire :
E {dN (t)} =
∞∑
i=0
p (t ≤ Ti ≤ t+ dt|T0 = 0) (4.53)
=
∞∑
i=1
φi (t) dt (4.54)
Ou` φi (t) est la densite´ de probabilite´ du i
e`me impact sachant que T0 = 0, c’est-a`-dire
que φ0 (t) = δ0.
L’expression de φi (t) de´pend du mode`le utilise´.
1e`re approche (jitter)
Dans la premie`re approche (4.48), chaque impact est situe´ en i ·Tmoy +ei. La densite´ de
probabilite´ du ie`me impact s’obtient donc en de´calant celle du premier impact de k · Tmoy,
soit :
φi (t) = φ1 [t− (k − 1)Tmoy] (4.55)
Il est important de noter que dans cette approche, φi (t) est inde´pendante du pre´ce´dent
tirage de ei−1.
2e`me approche (marche ale´atoire)
Dans ce cas (4.50), il est ne´cessaire de prendre en compte la valeur du tirage pre´ce´dent
de ei−1 car l’e´cart entre chaque impact est de Tmoy + ei. Puisque T0 = 0, la densite´ de
probabilite´ de l’impact i = 1 est la densite´ de probabilite´ de Tmoy + ei. La position du
ie`me re´sulte de la somme de i tirage de Tmoy + ei, de`s lors, la densite´ de probabilite´ du i
e`me
impact correspondra a` φ1 (t) convolue´e i− 1 fois a` lui-meˆme. Soit :
φi (t) = φ1 (t) ∗ φ1 (t) ∗ · · · ∗ φ1 (t)︸ ︷︷ ︸
i fois
(4.56)
Quelque soit l’approche, il est e´galement possible d’e´crire dN (t) sous la forme
dN (t) = Y (t) dt. Cela va nous conduire a` de´finir la densite´ d’impact f1 (t) par :
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E {dN (t)} = f1 (t) dt (4.57)
f1 (t) dt pourra alors eˆtre interpre´te´e comme le nombre moyen d’impacts instantane´s
et f1 (t) comme le taux d’impact a` l’instant t.
Afin de calculer la densite´ d’impacts, nous allons approximer la densite´ de probabilite´
associe´e a` φ1 (t) par une loi Gaussienne de moyenne Tmoy et d’e´cart type σ :
φ1 (t) =
1
σ
√
2π
e−
(t−Tmoy)
2
2σ2 (4.58)
Les figures 4.6(a) et 4.6(b) montrent f1 (t) pour les deux approches ainsi que son
spectre pour (Tmoy = 30 et σ = 2.1).
1e`re approche
La figure du haut correspondant au “taux d’impact moyen” se compose d’une se´rie de
pics pe´riodiques de pe´riode Tmoy. La transforme´e de Fourier sera donc :
F1 (f) =
1
Tmoy
· e−2(pifσ)2−j2pifTmoy · 1/Tmoy (4.59)
La transforme´e de Fourier est donc une gaussienne (transforme´e de Fourier de φ1 (t))
multiplie´e par un peigne de dirac de pe´riode 1/Tmoy. La distribution des pe´riodes cycliques
induit ainsi un filtrage passe bas dont la fre´quence de coupure sera conditionne´e par son
e´cart type. Plus l’e´cart type est grand, plus la fre´quence de coupure est basse. Il est tre`s
important de noter que la transforme´e de Fourier n’est pas continue mais compose´e de
diracs.
2e`me approche
La figure du haut correspondant au “taux d’impact moyen” se compose d’une se´rie de
pics espace´s de la pe´riode moyenne de l’impact. Au fur et a` mesure que le temps passe,
le pic devient de plus en plus large. En effet, comme le processus est de type marche
ale´atoire (Ti = iTmoy +
∑i
j=0 ej), la variation de la position autour de iTmoy est de plus en
plus importante. Lorsque le temps tend vers l’infini, f1 tend vers 1/Tmoy (chaque position
devenant e´quiprobable, il y a un taux d’impact constant). Il est important de noter qu’ici
la densite´ d’impacts n’est alors plus du tout pe´riodique comme dans le cas pre´ce´dent. Les
signaux ge´ne´re´s n’ont alors aucune raison d’eˆtre cyclostationnaires.
La transforme´e de Fourier est donne´e par :
F1 (f) =
1
1− e2(piσf)2+j2pifTmoy (4.60)
On retrouve encore une fois un effet de filtrage passe bas cause´ par les fluctuations
de pe´riode cyclique. Il est important de noter qu’a` la diffe´rence du mode`le pre´ce´dent, on
obtient une transforme´e de Fourier continue (sauf a` l’origine).
Si l’e´cart type de ei (t) est suffisamment faible et que l’on conside`re un “faible” nombre
de cycles, le signal pourra eˆtre e´ventuellement approxime´ par un mode`le cyclostationnaire.
On parlera alors de pseudo-cyclostationnarite´.
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Figure 4.6: Densite´ d’impacts
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La densite´ d’impacts et sa transforme´e de Fourier constituent une caracte´risation a`
l’ordre 1 de la ge´ne´ration d’impacts. Pour la caracte´riser a` l’ordre 2, nous allons utili-
ser la corre´lation spectrale de cette densite´, pour cela il nous faut d’abord calculer son
autocorre´lation :
E {dN (t) dN (t+ τ)} = f2 (t, τ) dtdτ (4.61)
Il est montre´ dans [Antoni et Randall, 2003] que :
f2 (t, τ) dtdτ = f1 (t) f1 (τ) dtdτ (4.62)
et que la transforme´e de Fourier de f2 (t, τ) est donne´e par :
F2 (α, f) = F1 (α) · [F1 (α) + F1 (α− f)− 1] (4.63)
Les figures 4.7 montrent les corre´lations spectrales de la densite´ d’impact pour les 2
approches. Elles mettent en e´vidence deux points :
– L’effet de filtrage passe bas, du aux fluctuations de la pe´riode cyclique limite leur
“support”.
– Alors que pour la premie`re approche, la corre´lation spectrale est compose´e de peignes
de diracs, elle apparaˆıt continue pour la deuxie`me.
La relation entre f1 et f2 montre que f2 est e´galement filtre´e passe bas.
Apre`s avoir caracte´rise´ le processus de ge´ne´ration d’impacts, nous allons caracte´riser
le signal lui meˆme.
4.5.4 Comparaison des deux approches - Signaux de roulements
Rappelons l’expression du signal :
x (t) =
∫ t
0
r (t, τ)A (τ)
∞∑
k=0
δTkdτ (4.64)
Les e´quations (4.51) et (4.52) permettent d’e´crire, pour le processus stochastique {X}
de re´alisation x :
X (t) =
∫ t
0
r (t, τ)A (τ) dN (τ) (4.65)
Moment d’ordre 1
Le moment d’ordre 1 du signal est donc :
E {X (t)} =
∫ t
0
r (t, τ)µA(t)(1) (τ) f1 (τ) dτ (4.66)
A (t) est cyclostationnaire a` une pe´riode 1/fm, et r est un filtre pe´riodique a` la meˆme
pe´riode.
Dans le cas du 1er mode`le f1 est pe´riodique a` la pe´riode Tmoy, il pourra donc s’e´crire
sous la forme :
f1 (τ) =
∑
n∈Z
F1,ne
2pijnτ/Tmoy (4.67)
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Figure 4.7: Corre´lation spectrale de la densite´ d’impact
En utilisant les e´quations (4.46) et (4.47), on obtient :
E {X (t)} =
∑
k∈Z
∑
m∈Z
∑
n∈Z
akF1,ne
2pijmfmt
∫ t
0
rm (t− τ) e2pijτ [n/Tmoy+kfm]dτ (4.68)
L’inte´grale correspond a` un produit de convolution avec une exponentielle, elle peut
donc se mettre sous la forme.∫ t
0
rm (t− τ) e2pijτ [l/Tmoy+kfm]dτ = Rm,[n/Tmoy+kfm]e2pijt[n/Tmoy+kfm] (4.69)
Il est alors possible d’e´crire l’espe´rance sous la forme :∑
p
cpe
2pijfpt (4.70)
Qui correspond a` un signal quasicyclostationnaire a` l’ordre 1. Il sera alors possible
d’extraire la partie cyclostationnaire a` la pe´riode Tmoy par moyennage synchronne.
Dans le cas du 2ie`me mode`le, f1 n’est pas pe´riodique, donc le signal est non cyclosta-
tionnaire. Vu la forme de f1 et si
σ
Tmoy
est petit, il est ne´anmoins possible de supposer la
quasi-cyclostationnarite´ dans une feneˆtre contenant un nombre de cycle suffisament faible
(pseudo-quasi-cyclostationnarite´).
Moment d’ordre 2
La fonction d’autocorre´lation du signal s’e´crit :
µX(t)(2) (t, τ) = E {X (t+ τ)X∗ (t)} (4.71)
=
∫ ∫
r (t+ τ, f + λ) r∗ (t, f)µA(t)(2) (f, λ) f2 (f, λ) dλdf (4.72)
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Les conclusions sont alors similaires au cas pre´ce´dent : on obtient un signal quasicy-
clostationnaire a` l’ordre 2 si on utilise le 1er mode`le et un signal non cyclostationnaire si
l’on utilise le deuxie`me mode`le.
4.6 Bilan et perspectives
Dans ce chapitre, nous avons e´tudie´ les conditions de conservation de la cyclostation-
narite´ quand la pe´riode cyclique fluctue. Nous avons montre´ qu’elle est conserve´e si la
pe´riode cyclique moyenne est multiple ou sous multiple de la pe´riode des fluctuations.
Nous avons e´galement mis en e´vidence la non cyclostationnarite´ des signaux de roule-
ment, sous re´serve de validite´ du deuxie`me mode`le, tout en soulignant qu’il e´tait possible
de la supposer si on a affaire a` un faible nombre de cycles.
L’exploitation de la cyclostationnarite´ dans le cas cyclostationnaire flou est moins in-
te´ressante que dans le cas cyclostationnaire car il y a un effet de filtrage passe-bas lors
de l’estimation des moments et cumulants, donc une perte d’informations. C’est la raison
pour laquelle il est pre´fe´rable de compenser les fluctuations de vitesse en utilisant les tech-
niques de re-e´chantillonnage a posteriori de´crites au chapitre 2. Dans le cas des signaux de
roulement, il est e´vident que la suppression du “flou” est impossible a` re´aliser, cependant,
le re-e´chantillonnage angulaire contribue a` diminuer les e´carts-types des distributions de
pe´riodes cycliques, donc, de diminuer les effets du filtrage passe-bas.
L’exploitation des signaux acquis sous e´chantillonnage temporel reste ne´anmoins in-
te´ressante pour e´tudier les fluctuations de vitesse et en ge´ne´ral pour tous les traite-
ments ou` l’hypothe`se de cyclostationnarite´ n’est pas ne´cessaire. Le domaine temporel
est aussi tre`s inte´ressant pour e´tudier les effets du filtrage des structures dont la va-
riable ge´ne´rique est le temps. On pourra citer par exemple la me´thode du Prony glissant
[Combet, 2003, Martin et al., 2004] utilisant une approche non-stationnaire. Toutefois,
cette technique peut eˆtre nuance´e puisque les chemins de transmission e´voluent suivant
l’angle.
Aussi, les deux approches se re´ve`lent alors comple´mentaires.
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Chapitre 5
Application de la cyclostationnarite´
aux signaux de roulement
D
e nombreuses me´thodes de diagnostic sur les roulements peuvent eˆtre trouve´es dans
la litte´rature [Howard, 1994] :
– dans le domaine temporel, des me´thodes statistiques peuvent eˆtre employe´es (valeur
efficace, kurtosis, ...).,
– dans le domaine fre´quentiel, il est possible d’observer l’e´volution du spectre, ...,
– il est e´galement possible d’utiliser l’analyse d’enveloppe qui consiste a` employer un
filtre passe bande pour isoler une composante issue du roulement, a` de´moduler cette
dernie`re, puis a` observer l’enveloppe du signal de´module´ et son spectre,
– des de´veloppements re´cents ont tire´ parti du kurtosis spectral [Antoni, 2004]
[Vrabie et al., 2004] ;
– de nombreuses autres me´thodes existent : analyse cepstrale, analyse temps-
fre´quence, ainsi, que les statistiques d’ordres supe´rieurs.
Nous nous inte´resserons dans ce chapitre a` l’apport de la cyclostationnarite´ dans l’ana-
lyse des signaux de roulements : dans un contexte de pre´-traitement puisque nous ne
disposons pas de signaux avec une de´gradation progressive.
Les me´thodes de re-e´chantillonnage angulaire pre´sente´es au chapitre 2 nous ont permis
d’induire la proprie´te´ de cyclostationnarite´ sur des signaux de machines tournantes.
Les re´ducteurs comportent non seulement des roues mais e´galement des roulements
permettant d’assurer la liaison entre les axes et la carcasse me´tallique. Les roulements
e´tant en contact avec les roues, tout signal acce´le´rome`trique contient un me´lange des
contributions de ces deux e´le´ments ainsi que du bruit. En ge´ne´ral, la contribution des
roues plus e´nerge´tique masque le signal de roulement. Il est alors ne´cessaire de se´parer ces
signaux pre´alablement au diagnostic.
Nous nous inte´resserons dans un premier temps a` l’e´limination du signal issu
de l’engrenage. Dans les re´ducteurs classiques, il suffit d’utiliser un simple filtre
passe bande qui exploite le caracte`re “basse fre´quence” des signaux issus des roues
[McFadden et Smith, 1985]. On peut ensuite utiliser des outils tels que l’analyse d’en-
veloppe pour mettre en e´vidence les de´fauts. Cependant, dans le cas des boˆıtes a` vitesse
a` forte re´duction (he´licopte`res) ou` les roues ge´ne`rent un signal plus large bande, il est
ne´cessaire de se´parer les signaux a` l’aide d’une autre me´thode. Il est possible d’employer
une technique de se´paration non supervise´e (appele´e aussi technique de soustraction de
bruit ou Self Adaptive Noise Cancellation par les initiateurs de la me´thode) pour ame´-
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liorer les re´sultats d’analyse d’enveloppe [Ho et Randall, 2000] (ici le bruit est le signal
d’engre`nement). Cette technique exploite le caracte`re pe´riodique et donc pre´dictible des
signaux d’engrenage par opposition aux signaux de roulement. On de´termine alors un
filtre capable de pre´dire l’e´chantillon courant a` partir d’une se´rie d’e´chantillons passe´s. Ce
filtre permet alors d’estimer et donc de supprimer la contribution de l’engrenage.
La contribution des roues est pe´riodique en angle et non en temps. De`s lors, cette
technique est efficace uniquement lorsque les fluctuations de vitesse sont faibles, sinon
ses performances se de´gradent et la partie pe´riodique ne peut plus eˆtre extraite. C’est
pourquoi, nous avons ame´liore´ cette me´thode en la combinant au re-e´chantillonnage an-
gulaire a posteriori [Bonnardot et al., 2004c]. La figure 5.1 montre le principe de cette
me´thode. Il aurait e´galement e´te´ possible d’utiliser la moyenne synchrone afin d’estimer
cette composante pe´riodique [McFadden, 1987]. Ne´anmoins, la se´paration non supervise´e
a e´te´ retenue puisque la moyenne synchrone ne peut se´parer qu’une seule pe´riode cyclique
a` la fois et qu’elle ne´cessite la connaissance pre´cise des fre´quences cycliques.
Une fois la composante pe´riodique retranche´e, on obtient la contribution des roule-
ments ainsi qu’un bruit additif.
Dans un deuxie`me temps, nous montrerons comment re´duire ce bruit pre´sent dans la
contribution. Les signaux de roulement e´tant cyclostationnaires a` l’ordre 2 (sur une dure´e
limite´e), ils pre´sentent une redondance spectrale (c’est-a`-dire qu’il existe une corre´lation
entre certains canaux fre´quentiels). Nous exploitons alors cette redondance en essayant de
reconstruire le signal de roulement a` partir de versions de´cale´es en fre´quence. Les de´calages
correspondant aux fre´quences caracte´ristiques des roulements et a` leurs harmoniques.
5.1 Se´paration fre´quentielle
5.1.1 Exploitation par l’analyse d’enveloppe
L’analyse d’enveloppe [McFadden et Smith, 1984, Ho et Randall, 2000] exploite la na-
ture impulsive de la source d (t) (voir e´quation 4.44) : son e´nergie est distribue´e sur tout le
spectre et ponde´re´e par la re´ponse impulsionnelle. La figure 5.2 illustre cette technique :
1. Dans les boˆıtes de vitesse classiques (a` l’exception des tre`s forts rapports de re´-
duction comme dans les he´licopte`res), la contribution des roues occupe une bande
fre´quentielle plus basse que celle des roulements. La contribution “haute fre´quence”
des roulements est donc extraite a` l’aide d’un passe-bande [f1, f2]. Ce filtre peut
eˆtre de´termine´ en examinant l’e´volution du spectre entre la situation actuelle et
une situation sans de´faut. Comme le montre le mode`le pre´ce´dent, la source d (t)
passe par un filtre correspondant a` la structure me´canique. Ainsi, le filtrage autour
Signal
Contributionprincipalement
dûe aux engrenages
Signal de
roulement
et bruit
+
-
Extraction de la
composante
périodique
Correction des
fluctuations de
vitesse
Figure 5.1: Principe de l’extraction du signal de roulement
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Figure 5.2: Principe de l’analyse d’enveloppe
d’une re´sonance ou` l’atte´nuation par la structure me´canique est plus faible, permet
d’exploiter au mieux la dynamique de la carte d’acquisition et des capteurs utilise´s.
2. Le signal filtre´ est ensuite de´module´ afin de le ramener dans la bande fre´quentielle
[0, f2 − f1[. Pour cela, on calcule la transforme´e de Fourier du signal et on de´place
la bande [f1, f2] en [0, f2 − f1]. Cette bande fre´quentielle est alors double´e par ze´ro-
padding avant de calculer la transforme´e de Fourier inverse, pour rendre le signal
analytique. D’autres me´thodes de de´modulation, l’effet du ze´ro padding, ainsi que
les effets de masquage sont e´tudie´s plus en de´tail dans [Ho et Randall, 2000].
3. Le module du signal de´module´ dem (t) est ensuite extrait : r (t) = |dem (t)|m (avec
m = 1). En utilisant la transforme´e de Fourier (en bas a` droite), il est alors possible
d’e´tudier les proprie´te´s fre´quentielles de l’enveloppe.
A l’issue de ce traitement, on obtient une enveloppe ainsi que sa transforme´e de Fourier
qui te´moigne de l’e´tat du roulement. Afin de pouvoir prendre une de´cision, il convient de
comparer ce signal a` un signal de re´fe´rence ayant subi les meˆmes traitements. Ce dernier
doit eˆtre enregistre´ lorsque le roulement fonctionne parfaitement.
Plusieurs ame´liorations ont e´te´ propose´es pour cette technique :
– Il est possible d’exploiter les proprie´te´s homomorphiques du logarithme
[Randall, 1994]. Le logarithme permet de transformer les modulations intervenant
dans le mode`le (distance source capteur variable) en contributions additives. Alors,
la de´te´rioration de la re´solution dans le spectre par la modulation est re´duite.
– Si les motifs associe´s au de´faut peuvent eˆtre localise´s pre´cise´ment dans le signal,
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il est possible de les isoler a` l’aide d’une feneˆtre. De`s lors, le bruit pre´sent dans le
reste du signal est supprime´.
La transforme´e de Fourier de l’enveloppe e´leve´e au carre´ (m = 2) correspond a` l’in-
te´grale de la corre´lation spectrale selon les fre´quences [Randall et al., 2001a]. En effet,
on a :
∫
R
Sx(2) (α, f) df =
∫
R
lim
W→∞
1
W
∫
R
∫ W/2
−W/2
Cx,x (t, τ) · e−2pij(fτ+αt)dtdτdf (5.1)
= lim
W→∞
1
W
∫
R
∫ W/2
−W/2
Cx,x (t, τ) · e−2pijαtdt
∫
R
e−2pijfτdτdf (5.2)
= lim
W→∞
1
W
∫
R
∫ W/2
−W/2
Cx,x (t, τ) · e−2pijαtdtδ (τ) dτ (5.3)
= lim
W→∞
1
W
∫ W/2
−W/2
Cx,x (t, 0) · e−2pijαtdt (5.4)
= lim
W→∞
1
W
∫ W/2
−W/2
E
{|x (t)|2} · e−2pijαtdt (5.5)
Ou` E
{|x (t)|2} correspond a` l’espe´rance de l’enveloppe. Ce spectre contient donc des
pics aux fre´quences caracte´ristiques des roulements (fre´quences cycliques dues aux liens
entre les harmoniques). Il contient e´galement des pics correspondant aux autres fre´quences
cycliques (lien entre les bandes late´rales par exemple).
5.1.2 Proble`mes pose´s par l’analyse d’enveloppe
Cette technique est difficile a` appliquer sur les signaux issus de re´ducteurs a` engrenage
d’he´licopte`res ou` la contribution des roues est “large bande” (plus haute fre´quence d’en-
gre`nement 11 kHz - plus faible fre´quence de rotation 4.3 Hz). C’est pourquoi nous allons
pre´senter une technique de se´paration exploitant l’aspect cyclostationnaire des signaux
d’engrenage ainsi que la cyclostationnarite´ floue induite par les signaux de roulement
(fre´quence non multiple re´sultant du glissement).
5.2 Se´paration engre`nement roulement
5.2.1 Contribution des roues
Les vibrations des roues sont cause´es principalement par l’erreur de transmission. L’er-
reur de transmission est l’e´cart entre la position re´elle de l’arbre de sortie et celle qu’il
occuperait si l’engrenage e´tait parfait. L’erreur de transmission est ge´ne´re´e par la varia-
tion de raideur pe´riodique des e´le´ments constituant le re´ducteur et les de´fauts. Comme
elle est pratiquement pe´riodique, les vibrations engendre´es (et donc l’acce´le´ration) sont
pe´riodiques et de´terministes. La contribution des roues est donc pre´dictible a` un instant
donne´ a` l’aide des valeurs passe´es.
La figure 5.3 en bas montre la contribution des roues apre`s se´paration des contribution
roues/roulement. Il est relativement facile de pre´dire le contenu du rectangle de gauche a`
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partir de celui de droite. L’autocorre´lation de ce signal, a` droite, met bien en e´vidence la
nature re´pe´tive de ce signal.
5.2.2 Contribution des roulements
Il se produit un phe´nome`ne de glissement entre la cage inte´rieure et la cage exte´rieure
du roulement a` billes : en cas de de´faut sur une bille, les impacts ne se reproduisent
jamais a` la meˆme position. La charge e´tant lie´e a` l’angle (figure 4.2), chaque impact se
produit dans des conditions diffe´rentes. Il existe aussi des diffe´rences (mineures) entre
chaque bille. Tous ces phe´nome`nes induisent des petites fluctuations ale´atoires autour de
la pe´riode de choc moyenne. De`s lors, la contribution produite par les roulements est
ale´atoire et donc impre´visible a` l’aide des valeurs passe´es (voir figure 5.3). Il est conclu
dans [Antoni et Randall, 2002] que les signaux de roulement sont des signaux ale´atoires
non stationnaires.
La figure 5.3 en haut montre la contribution des roulements. Il apparait difficile de
pre´dire l’instant et surtout l’amplitude des “chocs” dans le rectangle de droite. L’autocor-
re´lation de ce signal, a` droite, souligne la nature ale´atoire de ce signal.
5.2.3 Se´paration par la me´thode SANC (Self adaptive noise can-
cellation)
Le signal x (t) d’un syste`me engrenage-roulement peut eˆtre de´compose´ en deux par-
ties : une partie pe´riodique et pre´visible p (t) provenant des roues, et, une autre partie
impre´visible r (t) issue des roulements, nomme´e signal re´siduel.
Le but de la soustraction de bruit non supervise´e est de pre´dire la partie de´termi-
niste discre`te de x (t) : xˆ (n). Comme seule la contribution pe´riodique est pre´dictible,
xˆ (t) = pˆ (t).
Approche temporelle
Soit x le vecteur contenant les N valeurs pre´ce´dentes de
x (n) : x (n) = [x (n−N + 1) · · · x (n)]T . Le principe est d’estimer pˆ (t) a` partir
d’une version du signal de´cale´e de ∆ e´chantillon : x (n−∆). Le de´lai ∆ doit eˆtre choisi
suffisamment grand pour supprimer toute corre´lation entre le re´sidu et le signal retarde´.
Ne´anmoins, comme le signal n’est pas strictement pe´riodique, ∆ doit eˆtre suffisamment
petit pour que les variations restent ne´gligeables. On aura alors :
xˆ (n) = hT · x (n−∆) ou` h est la re´ponse impulsionnelle du filtre de taille N × 1 (5.6)
Comme le signal issu du roulement est impre´visible (on suppose que ∆ est suffisamment
grand pour supprimer toute corre´lation locale), on peut alors l’estimer par :
rˆ (n) = x (n)− pˆ (n) (5.7)
The´oriquement, la taille du filtre N doit correspondre au moins au double du nombre
de fre´quences pre´sentes dans p (t). En pre´sence de bruit, une valeur plus grande de N
permet d’augmenter la qualite´ des re´sultats.
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Figure 5.3: De´composition du signal
La figure 5.4(a) de´crit la mise en œuvre de cette me´thode base´e sur l’algorithme du
gradient stochastique :
hn+1 = hn + µ · rˆ (n) · x (n−∆−N) (5.8)
Cette approche [Antoni et Randall, 2004a] ne´cessite le choix de´licat du facteur d’oubli
qui doit eˆtre suffisament faible pour garantir la convergence [Widrow et Stearns, 1985,
Haykin, 2002].
Approche fre´quentielle
Ces e´quations peuvent eˆtre re´solues plus rapidement a` l’aide d’un algorithme fonc-
tionnant dans le domaine fre´quentiel [Antoni et Randall, 2004b]. L’e´quation (5.6) peut
s’e´crire :
Sx(n),x(n−∆) (f) = H (f) · Sx(n−∆)(2) (f) (5.9)
ou` Sx,y (f) de´signe l’inter-spectre entre x et y (apodisation incluse), et, H (f) de´signe
la transforme´e de Fourier du filtre h (t).
Comme indique´ sur la figure 5.4(b), le signal est tout d’abord de´coupe´ en blocs avec
recouvrement. On construit e´galement une autre se´rie de´cale´e de ∆. Des spectres et inter-
spectres “locaux” sont calcule´s pour chaque couple de blocs. Les spectres et inter-spectres
sont “estime´s” par moyennage. On peut ensuite de´duire le filtre en divisant l’inter spectre
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par le spectre. Pour cela nous supposons qu’il n’existe pas de composante fre´quentielle de
puissance nulle car les signaux re´els contiennent du bruit.
Il est important de noter que par rapport a` l’approche temporelle, l’approche fre´quen-
tielle e´vite le choix de´licat du pas d’adaptation µ.
5.2.4 Se´paration non supervise´e ame´liore´e (E-SANC)
Face au proble`me pose´ par les fluctuations de vitesse pour la me´thode SANC, l’e´chan-
tillonnage angulaire semble assez inte´ressant. Comme les signaux sont rarement ac-
quis suivant l’angle, nous avons propose´ dans [Bonnardot et al., 2004c] d’utiliser le re-
e´chantillonnage a posteriori base´ sur la de´modulation autour d’une harmonique, avant
d’appliquer la me´thode SANC comme l’illustre la figure 5.5. L’effet des fluctuations de
vitesse est alors the´oriquement annule´ (voir chapitre 2) et les re´sultats sont ame´liore´s (on
satisfait l’hypothe`se de pe´riodicite´ de la contribution des roues faite dans la SANC). Il est
ensuite possible d’utiliser des me´thodes de diagnostic [Howard, 1994].
L’ide´e du re-e´chantillonnage a e´te´ e´galement exploite´e dans [Groover et al., 2005].
Ne´anmoins, la technique de re-e´chantillonage employe´e, beaucoup plus classique, fait ap-
pel a` un signal tachyme´trique (codeur optique). De plus, la suppression des composantes
issues des roues n’est pas aveugle comme avec la me´thode SANC mais repose sur la
suppression directe des pics dans la Transforme´e de Fourier.
5.3 Application aux signaux d’he´licopte`res (roule-
ments plane´taires)
Les signaux issus de roulements plane´taires fournissent un des cas les plus difficiles
pour la de´tection et le diagnostic des de´fauts. En effet, ces derniers passent par un chemin
tortueux et changeant en fonction du temps, pour arriver aux points de mesure ou` ils sont
de´tecte´s. Dans le cas des boˆıtes de vitesse d’he´licopte`re, cette de´tection est rendue bien
plus ardue car le bruit (ge´ne´re´ entre autre par les roues du re´ducteur) est large bande
(relativement au domaine acoustique). Par exemple, un re´ducteur convertit une fre´quence
de rotation d’environ 350 Hz issue de la turbine a` gaz en une fre´quence de rotation de
5 Hz [Howard, 1994].
5.3.1 Origine des signaux
Nous allons maintenant appliquer ces me´thodes sur des signaux acce´le´rome`triques
d’he´licopte`res Sea Hawk. Ces derniers proviennent d’un banc d’essai du US Naval Air
Warfare Center, Aircraft Division, Trenton (New Jersey). Le signal a e´te´ acquis a` une
fre´quence d’e´chantillonnage fs = 100 kHz pendant une dure´e de 60 s (6 ·106 e´chantillons)
avec une charge de 400 ft− lb (≈ 542 Nm).
La figure 5.6 montre la transmission de l’he´licopte`re ainsi que le de´faut identifie´ sur
un des rouleaux des roulements plane´taires. Malheureusement la position du capteur ac-
ce´le´rome`trique nomme´ “PortRing” n’a pas e´te´ fournie. Les fre´quences caracte´ristiques du
roulement plane´taire sont indique´es dans le tableau 5.1.
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De´signation Fre´quence tours/min
De´faut bague interne 122 Hz 7322
De´faut de bague externe 90.4 Hz 5422
De´faut de bille 77.359 Hz 4642
Vitesse de la cage (p) 5.0 Hz 300
Vitesse de rotation 11.8 Hz 708
Axe de la couronne (g) 20.1 Hz 1207
Engrenement couronne (g) [75] 1509 Hz 90540
Porte satellite (k) 4.3 Hz 258
Note : le nombre entre crochets correspond au nombre de dents
Tab. 5.1: Fre´quences caracte´ristiques du roulement plane´taire (a` gauche) et du syste`me
complet (a` droite)
5.3.2 Examen du signal acce´le´rome`trique
La figure 5.7 montre les 10 000 premiers e´chantillons (100 ms) du signal. Les 7 chocs
(de´faut de bille a` 77.359 Hz) ne peuvent eˆtre de´tecte´s visuellement car la contribution
du roulement est comple`tement masque´e par le reste du signal (roue, autres roulements,
bruit, ...). Une se´paration des contributions du signal est donc ne´cessaire.
La figure 5.8 montre la densite´ spectrale de puissance du signal ainsi qu’un agrandisse-
ment. Les marqueurs correspondent a` des fre´quences de rotation, des fre´quences d’engre`-
nement ainsi qu’a` leurs harmoniques. Les marqueurs ont e´te´ volontairement limite´s afin
de ne pas surcharger la figure. Le but de cette figure n’est pas d’identifier avec pre´cision
les e´le´ments associe´s a` chacun des pics mais plutoˆt de montrer que les fre´quences issues
des roues occupent une large partie du spectre rendant difficile une analyse d’enveloppe
sans de´bruitage pre´alable. On pourra noter la pre´sence d’un marqueur a` plus de 30 kHz.
Le spectre met en e´vidence un proble`me de repliement apre`s 35 kHz, nous n’utiliserons
donc pas ces “hautes fre´quences”.
Nous allons tout d’abord utiliser la SANC, puis la comparer a` l’E − SANC.
5.3.3 SANC
La se´paration base´e sur la SANC ne´cessite de choisir deux parame`tres : le de´calage
∆ et la longueur du filtre. Nous avons utilise´ des e´carts ∆ variant de 10 ms (∆ = 1024
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Figure 5.7: Premiers e´chantillons
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e´chantillons) a` 2.6 s (∆ = 262 144 e´chantillons) avec une feneˆtre pour le filtrage de 0.66 s
(65 536 e´chantillons). Quelque soit la valeur de ∆ utilise´e, les re´sultats sont identiques.
La figure 5.9 compare le spectre avant et apre`s la SANC (le signal original a e´te´ de´place´
de 30 dB pour une comparaison plus aise´e). Il apparait que les re´sultats sont mauvais et
que la SANC n’apporte rien dans ce cas. Plusieurs essais ont confirme´ cet e´chec.
La figure 5.10 montre l’estimation de la vitesse instantane´e de la couronne, le filtre
passe bande (1.5 kHz a` 1.52 kHz) utilise´ pour cette estimation supprime les fluctuations
de vitesse supe´rieure a` 20 Hz. La fluctuation de vitesse repre´sente 0.9 % de la vitesse
moyenne. Le spectre montre que ces fluctuations sont lie´es au porte satellite. L’e´le´ment
me´canique associe´ aux fre´quences de 6 Hz et 11 Hz n’a pas pu eˆtre mis en e´vidence.
De telles fluctuations de vitesse peuvent expliquer le dysfonctionnement de la SANC
et sugge`re donc l’utilisation de la E-SANC.
5.3.4 E-SANC
Le re-e´chantillonnage angulaire a posteriori a e´te´ effectue´ en utilisant la fre´quence
d’engre`nement de l’arbre de la couronne a` 1 509 Hz. La SANC a e´te´ ensuite applique´e
comme pre´conise´ sur la figure 5.5.
La figure 5.11 montre l’effet du de´bruitage sur le spectre apre`s l’ESANC. Dans la zone
basse fre´quence, il y a une re´duction des pics associe´s aux roues entre 5 dB et 25 dB. Apre`s
18 kHz, il y a juste une atte´nuation du signal, et aucune suppression de pics. La ESANC
apporte donc une ame´lioration pour les basses fre´quences. De`s lors, afin de be´ne´ficier de
ce de´bruitage, il est ne´cessaire de travailler dans la bande ame´liore´e [0; 18 kHz].
5.3.5 Analyse d’enveloppe
En ge´ne´ral, la bande pour l’analyse d’enveloppe est choisie en examinant l’e´volution
du spectre pour diffe´rents niveaux de de´gradation. Comme un seul enregistrement est
disponible, nous avons essaye´ plusieurs filtres passe-bande avec une largeur de bande de
800 Hz (cette bande doit eˆtre suffisament large pour permettre d’observer l’effet des
modulations) et une fre´quence centrale variant par pas de 500 Hz (le pas a e´te´ choisi
empiriquement). La bande de 600 Hz a` 1 400 Hz s’est ave´re´e eˆtre la seule inte´ressante
pour l’analyse d’enveloppe.
La figure 5.12 montre l’apport be´ne´fique de la ESANC sur l’analyse d’enveloppe, alors
que les re´sultats de la SANC sont similaires aux re´sultats sur le signal non traite´. On peut
observer que le pic associe´ au de´faut est nettement plus visible. En effet, les fre´quences
associe´es aux roues qui pre´dominaient ont e´te´ fortement re´duites. Ainsi, le diagnostic est
facilite´. Malheureusement, comme un seul signal est disponible, il n’a pas e´te´ possible
d’observer l’e´volution de ce pic en fonction du de´faut.
La figure 5.13 montre la transforme´e de Fourier de l’enveloppe au carre´ dans la zone.
Elle met en e´vidence a` l’aide de traits pointille´s les bandes late´rales de 4.3 Hz correspon-
dant a` la fre´quence de rotation du porte satellite. Ces dernie`res peuvent eˆtre explique´es
par la variation du chemin de transmission entre le de´faut et le capteur a` la fre´quence du
porte satellite.
Il apparaˆıt que la fre´quence du de´faut (77.359 Hz) est proche de la 18e`me harmonique
de la fre´quence de rotation du porte satellite (18 × 4.3 = 77.4 Hz). Il est possible que
cette harmonique aide a` faire ressortir le pic de de´faut : la fre´quence de de´faut (avec une
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Figure 5.9: Spectre apre`s la SANC
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Figure 5.11: Spectre apre`s la ESANC
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fluctuation due au glissement) serait si proche de l’harmonique de la fre´quence de rotation
du porte satellite qu’elle se “synchroniserait” sur cette dernie`re plus e´nerge´tique. Une fois
la partie pe´riodique enleve´e, seule la contribution fluctuante du de´faut subsisterait. Ce lien
entre la fre´quence de de´faut et le 18e`me harmonique du porte satellite reste tout de meˆme
assez geˆnante pour faire du diagnostic sur ce type d’he´licopte`re. Ne´anmoins, nous avons
d’une part montre´ que l’ESANC ame´liore nettement l’analyse d’enveloppe par rapport a`
la SANC quand il y a des fluctuations de vitesse non ne´gligeables, et d’autre part nous
avons teste´ avec succe`s la me´thode de re-e´chantillonnage a posteriori sur des signaux
d’he´licopte`re re´pute´s complexes.
La SANC et l’ESANC ont pour but de supprimer la partie pe´riodique du signal, mais,
le signal re´siduel contiend toujours du bruit en plus du signal provenant des roulements.
Dans le paragraphe suivant nous utilisons la cyclostationnarite´ a` l’ordre 2 pour atte´nuer
ce bruit.
5.4 De´bruitage base´ sur la cyclostationnarite´ a`
l’ordre 2
Le de´bruitage base´ sur l’exploitation des proprie´te´s de cyclostationnarite´ a` l’ordre 2
permet de re´duire le bruit additif toujours pre´sent dans le signal re´siduel mais ne per-
met pas pas de supprimer la composante pe´riodique ge´ne´re´e par l’engrenage. De`s lors, il
conviendra d’extraire le signal re´siduel a` l’aide de la ESANC, par exemple, avant d’em-
ployer cette me´thode. On travaillera alors sur un signal qui sera non cyclostationnaire a`
l’ordre 1. Nous utiliserons a` pre´sent x (θ) pour de´signer le signal re´siduel.
Tout comme la se´paration a` l’ordre 1 qui exploitait les similitudes d’un cycle a` l’autre,
le de´bruitage a` l’ordre 2 exploitera les similitudes d’une fre´quence cyclique a` l’autre. Pour
faire le de´bruitage a` l’ordre 2, nous allons utiliser un algorithme issus du domaine des
te´le´communications portant le nom de FRESH [Gardner, 1993].
Nous travaillerons sur le mode`le :
x (t) = c (t) + b (t) (5.10)
Ou` c (t) est le signal issu des roulements. Il est suppose´ suffisament court (45 fois la
pe´riode moyenne du de´faut dans notre exemple) pour justifier le choix du 1er mode`le.
Dans ce cas, il est possible de de´finir une pe´riode moyenne autour de laquelle le de´faut
fluctue (fluctuation tre`s infe´rieure a` la pe´riode). Le terme b (t) repre´sente un bruit qui
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Figure 5.13: Transforme´e de Fourier de l’enveloppe au carre´ du signal apre`s ESANC
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contient le reste du signal. Nous conside´rons comme bruit tout ce qui n’est pas corre´le´
avec c (t). Nous rapellons l’expression de c (t) de´finie dans l’e´quation (4.44) :
c (t) = r (t, τ) ∗
[
A (t)
∑
i
δTi
]
(5.11)
Nous ne conside´rons pas les ordres supe´rieurs a` 2. En effet, la me´thode employe´e
exploite un crite`re d’e´nergie (ordre 2), elle est donc incapable de faire la diffe´rence entre
deux candidats posse´dant une erreur de meˆme e´nergie mais de dissyme´tries diffe´rentes.
5.4.1 Mise en e´vidence des liens a` l’ordre 2
La cyclostationnarite´ a` l’ordre 2 se traduit par l’existence de liens entre les fre´quences.
Parmi toutes les repre´sentations existantes, la plus adapte´e pour faire apparaˆıtre ces liens
est la densite´ de corre´lation spectrale. La corre´lation spectrale est de´finie par :
Sx(2) (f, α) dfdα = E
{
dX
(
f +
α
2
)
· dX∗
(
f − α
2
)}
(5.12)
Pour l’e´valuer, on calcule une corre´lation entre deux incre´ments spectraux du signal
pre´alablement de´cale´es en fre´quence : X
(
f + α
2
)
et X
(
f − α
2
)
. La valeur α correspond a`
la fre´quence cyclique. Pour α = 0, la corre´lation spectrale correspond au spectre du signal
x (t).
La figure 5.14 montre le module de la transforme´e de Fourier d’un signal issu du mode`le
de roulement (5.11) simplifie´ (ou` le filtre r (t, τ) a e´te´ remplace´ par un filtre r (τ)). Pour
le simuler, on ge´ne`re au hasard les positions des impulsions Ti conforme´ment a` l’e´quation
(4.48). Le caracte`re ale´atoire est introduit a` l’aide d’une loi normale centre´e pour les
jitters ei. On ge´ne`re ensuite une se´rie ale´atoire Ai correspondant a` l’amplitude associe´e
a` la ie`me impulsion suivant e´galement une loi normale. Ensuite, on ge´ne`re la se´rie de pics
d’amplitude Ai a` la position Ti. Puisque les positions ne sont pas entie`res, chaque pic
est obtenu a` l’aide d’un de´calage circulaire d’un pic a` l’origine. Cette position non entie`re
permet de mode´liser l’effet d’un e´chantillonnage des signaux non synchrones de la position
des pics. On filtre ensuite le signal par la re´ponse impulsionnelle de la structure que nous
avons mode´lise´e par deux re´sonances. On ajoute e´galement un bruit blanc.
Pour la figure 5.14, nous avons utilise´ une pe´riode moyenne Tmoy de 360 e´chantillons
avec une fluctuation ei d’e´cart type 10 e´chantillons. L’amplitude moyenne est 1 avec un
e´cart type 0.1. La puissance du bruit est−7 dB. Les re´sonances sont place´es aux fre´quences
re´duites 0.11 Hz et 0.16 Hz et correspondent respectivement a` un amortissement de 0.08
et 0.06. Le signal comporte environ 300 cycles.
On retrouve nettement sur le spectre les deux re´sonances correspondant a` la re´-
ponse impulsionnelle de la structure. On retrouve e´galement une se´rie de pics espace´s
de 1/360 Hz et une distribution sur ces pics correspondant a` la fluctuation autour de la
fre´quence moyenne.
Pour le calcul de la corre´lation spectrale, cette transforme´e de Fourier est de´cale´e
respectivement de −α/2 et de +α/2. Lorsque la fre´quence cyclique α est multiple de
la pe´riode moyenne du de´faut, les “pics” sont face a` face et l’on obtient une e´nergie
plus importante que lorsque les pics sont disjoints (un lien existe entre chacun des pics
puisque le signal est cyclostationnaire flou). Il apparaˆıt alors des“lignes”dans la corre´lation
spectrale comme l’illustre la figure 5.15. Ces lignes sont espace´es de la fre´quence cyclique
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Figure 5.14: Spectre d’un signal de roulement (synthe´tise´)
α associe´e a` la pe´riode moyenne du de´faut. On retrouve ainsi le re´sultat e´tabli pour le 1er
mode`le (jitter) dans [Randall et al., 2001a] : la corre´lation spectrale est continue suivant
f et discre`te suivant α.
5.4.2 Principe de la reconstruction
Ce paragraphe montre comment on peut reconstruire le signal a` partir de versions
de´cale´es en fre´quence puis filtre´es.
La figure 5.14 est l’e´le´ment clef que nous allons exploiter pour le de´bruitage : puisqu’il
existe un lien entre le signal et ses versions de´cale´es en fre´quence, nous allons essayer
de l’estimer a` partir de plusieurs versions de´cale´es, par un filtre de Wiener Cyclique
[Gardner, 1994].
La figure 5.16, montre sur un exemple tre`s simple le principe de ce filtre. Le signal
x (t) de transforme´e de Fourier X (f) est construit a` partir de deux motifs ale´atoires et
de´correlle´s :
– un bruit rose de bande limite´e centre´ sur la fre´quence f1 et module´ par un sinus a`
la fre´quence f3 − f1,
– un bruit blanc de bande limite´e centre´ sur f2 et module´ par un sinus a` la fre´quence
f3 − f2.
Un bruit blanc (large bande) est ensuite ajoute´. Le choix des motifs (rectangle pour
le bruit blanc a` bande limite´e, et demi-disque pour le bruit rose a` bande limite´e) sur la
figure permet de bien mettre en e´vidence le lien entre les diffe´rentes fre´quences.
En ge´ne´ral, le but du filtre est de reconstruire le signal sans le bruit blanc (large bande).
Nous supposerons que les fre´quences cycliques sont connues. En effet, bien qu’en the´orie
il soit possible d’exploiter tous les de´calages, en pratique, le traitement d’un de´calage se
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Figure 5.15: Corre´lation spectrale d’un signal de roulement (synthe´tise´)
re´ve`le assez couˆteux en temps de calcul. D’apre`s la figure, les fre´quences cycliques (ou de´-
calages) a` exploiter pour la reconstruction sont α/2 = [f1 + f1, f1 + f2, f1 + f3,−f2,−f3].
Chaque signal de´cale´ est ensuite filtre´ (un filtre diffe´rent par signal de´cale´ - voir colonne
|Gi (f)|2 de la figure 5.16). Les signaux re´sultants (dernie`re colonne) sont ensuite somme´s
pour obtenir une estimation du signal de´bruite´ c (t). Dans le cas ge´ne´ral, les filtres sont
estime´s par une proce´dure proche du filtrage de Wiener classique (minimisation de l’e´cart
quadratique entre le signal estime´ et le signal bruite´ x (t)).
Les filtres ont deux roˆles :
– la mise en forme des signaux (dans l’exemple il s’agit d’un simple gain),
– supprimer le bruit ou` il n’y a pas de signal corre´le´.
Apre`s le de´calage fre´quentiel, le bruit associe´ a` chacun des motifs est diffe´rent. Ainsi, la
combinaison des signaux de´cale´s-filtre´s est destructive pour le bruit (effet de moyennage).
Il sera donc inte´ressant d’utiliser le maximum de fre´quences cycliques ainsi que leurs
harmoniques (en pratique on sera limite´ par le temps et la me´moire ne´cessaire). Dans le
cas ge´ne´ral, le de´calage nul (c’est-a`-dire le signal original) ne devra pas eˆtre utilise´ lors de
l’estimation car apre`s filtrage on retrouvera une estimation du signal original.
Il est e´galement important de noter que cette me´thode ne supprime pas le bruit mais
le re´duit (il s’agit donc d’une estimation de c (t)).
La majorite´ des remarques pre´ce´dentes sont communes avec le filtre de Wiener clas-
sique.
La figure 5.17 montre le filtre de Wiener cyclique sous la forme d’un diagramme.
L’utilisation des cosinus ou sinus permet de travailler sur des filtres re´els et ne ne´cessite
pas l’utilisation de fre´quences ne´gatives. Puisque x (t) est re´el, ces deux formulations sont
e´quivalentes :
ℜ [x (n) e2pijαkn ∗ g (t)] = ℜ [x (n) cos (2piαkn) ∗ g (n) + jx (n) sin (2piαkn) ∗ g (n)] (5.13)
= x (n) cos (2piαkn) ∗ h (n) + x (n) sin (2piαkn) ∗ l (n) (5.14)
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Figure 5.16: Principe du filtre de Wiener Cyclique
Avec
g (n) = h (n)− jl (n) (5.15)
Ce diagramme permet de mettre en e´vidence le filtrage LPTV (Line´aire Variant Pe´rio-
diquement dans le Temps). Plusieurs repre´sentations e´quivalentes des filtres LPTV ont e´te´
recense´es dans [Ferrara, 1985], ne´anmoins, comme la partie la plus couˆteuse en temps de
calcul est la de´termination des filtres et non le filtrage en lui-meˆme nous ne comparerons
pas ces imple´mentations.
Nous allons pre´senter deux me´thodes pour la recherche des coefficients. Ces deux
me´thodes sont base´es sur la minimisation de l’erreur quadratique entre le signal pre´dit
cos(2 n)pak
sin(2 n)pak
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hoK-1
loK-1
+x(n) c^ (n)
+
-
eX(n)
(a) sinus - cosinus
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+
-
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(b) exponentielle
Figure 5.17: Imple´mentation du filtre de Wiener Cyclique
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cˆ (n) et le signal c (n). La premie`re me´thode minimise ce crite`re dans le domaine temporel
alors que la deuxie`me fait la minimisation dans le domaine fre´quentiel.
Approche temporelle
La figure 5.17(a) peut se formaliser par l’e´quation suivante :
cˆ (n) =
K∑
k=1
{hk (n) ∗ [x (n) cos (2παkn)] + lk (n) ∗ [x (n) sin (2παkn)]} pour αk 6= 0 (5.16)
Ou` hk (n) et lk (n) sont les filtres optimaux au sens des moindres carre´s associe´s a` la
kie`me fre´quence cyclique αk. Les fre´quences cycliques αk correspondent, par exemple, dans
le cas d’un signal de roulement a` la fre´quence du de´faut 1/Tmoy ainsi qu’a ces harmoniques.
En ge´ne´ral, on utilise toutes les fre´quences pour lesquelles la corre´lation spectrale a e´tabli
un lien.
Afin de minimiser l’erreur quadratique ε2x (n) = |c (n)− cˆ (n)|2, nous allons maintenant
chercher a` formuler l’e´quation 5.16 sous forme matricielle.
Le filtre LPTV (figure 5.17(a)) peut eˆtre vu comme un syste`me MISO (entre´e multiple
sortie unique) dont les entre´es sont :{
ak (n) = x (n) · cos (2παkn)
bk (n) = x (n) · sin (2παkn) . (5.17)
Afin d’utiliser la formulation vectorielle du filtrage, nous allons de´finir les vecteurs
associe´s au filtre hk (n) et lk (n) de longueur L = τL − τ1 + 1 :{
hk = [hk (τ1) · · · hk (τL)]T
lk = [lk (τ1) · · · lk (τL)]T
(5.18)
Ou` les limites du filtre τ1 et τL sont choisies par l’utilisateur. Cette notation permet
notamment de concevoir des filtres non causaux. En conse´quence, il est ne´cessaire de
me´moriser les valeurs passe´es et futures des entre´es :{
ak (n) = [ak (n− τL) · · · ak (n− τ1)]
bk (n) = [bk (n− τL) · · · bk (n− τ1)] (5.19)
L’estime´e cˆ (n) s’e´crit donc :
cˆ (n) =
K∑
k=0
[ak (n) · hk + bk (n) · lk] (5.20)
Ou` sous forme vectorielle :
cˆ (n) = r · s (5.21)
Avec :
r = [a1 (n) · · · aK (n) b1 (n) · · · bK (n)] (5.22)
et s =
[
hT1 · · · hTK lT1 · · · lTK
]T
(5.23)
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Cette e´quation comporte u = 2KL inconnues (coefficients du filtre), il faut donc au
moins u e´quations soit Nmin = u+τL−τ1 e´chantillons pour trouver le filtre (un plus grand
nombre d’e´quations permettra de faire une re´gression et donc d’ame´liorer les re´sultats).
Pour un signal de N e´chantillons, (N > Nmin), nous avons :
cˆ = m · s (5.24)
Avec :
cˆ = [cˆ (N + τ1) · · · cˆ (1 + τL)]T (5.25)
m =

 r (N + τ1)...
r (τL + 1)

 (5.26)
La minimisation de εx (n)
2 conduit donc au syste`me d’e´quation :
Cm,m · s = Cm,c (5.27)
Ou` Cm,m = m
H ·m, et Cm,c = mH · c.
Cette e´quation ne peut pas eˆtre re´solue directement puisque c (n) est inconnu. Le
bruit b (n) est de´corre´le´ du signal x (n) et de ces versions de´cale´es. De`s lors, le vecteur de
corre´lation pourra eˆtre estime´ en substituant le signal x (n) a` c (n).
Cm,x = Cm,c + Cm,b = Cm,c (5.28)
Le syste`me d’e´quation a` re´soudre devient donc :
Cm,m · s = Cm,x (5.29)
Ce syste`me peut eˆtre re´solu a` l’aide de la pseudo inverse.
L’erreur de pre´diction est donne´e par :
ε2 = Cc,c (0) [1− ρ] (5.30)
avec ρ =
Cr,cCm,m
−1Cm,c
Cc,c (0)
(5.31)
Approche fre´quentielle
Pour e´viter d’alourdir les notations, nous avons e´crit X (f) au lieu de dX (f). Il est
e´galement possible de reformuler les e´quations (5.10) dans le domaine fre´quentiel :
X (f) = C (f) +B (f) (5.32)
Ou` X (f), C (f), B (f) sont les transforme´es de Fourier discre`tes des signaux x (n),
c (n), b (n) de dure´e finie.
La figure 5.17(b) peut alors se formaliser par l’e´quation suivante :
Cˆ (f) =
K∑
k=1
Gk (f) ·X (f − αk) (5.33)
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Ou` Gk (f) est la re´ponse fre´quentielle du filtre associe´ au de´calage en fre´quence αk.
Il est possible de reformuler cette e´quation sous forme matricielle en cre´ant des vecteurs
e´tendus :
Xe (f) = [X (f − α1) · · · X (f − αk)]T ; G (f) = [G1 (f) · · · Gk (f)] (5.34)
On aura donc :
Cˆ (f) = G (f) ·Xe (f) (5.35)
ε (f) = C (f)− Cˆ (f) = C (f)−G (f) ·Xe (f) (5.36)
Nous voulons minimiser ε2 (f) = E {ε∗ (f) · ε (f)}. En utilisant le the´ore`me de la pro-
jection orthogonale qui e´tablit que l’erreur ε (f) doit eˆtre orthogonale a` l’entre´e Xe (f) et
apre`s quelques calculs, on obtient :
Sx
e
(2) (f) ·G (f) = Sc,xe (f) (5.37)
Avec :
Sc,xe (f) = E
{
C (f) ·XHe (f)
}
; Sx
e
(2) (f) = E
{
Xe (f) ·XHe (f)
}
(5.38)
Ou` Sc,xe (f) est un vecteur (1×K), et, Sxe(2) (f) est la matrice inter-spectrale de taille
(K ×K).
La recherche du filtre optimal se fait donc en adaptant les e´quations de Wiener-Hopf
dans le domaine fre´quentiel. Comme dans le domaine temporel, C (f) est inconnu. La
de´corre´lation entre le bruit et le signal recherche´ sera exploite´e afin de substituer X (f) a`
C (f) :
E {X (f) ·X∗ (f − αk)} = E {[C (f) +N (f)] ·X∗ (f − αk)} αk 6= 0 (5.39)
= E {C (f) ·X∗ (f − αk)} (5.40)
Cette e´quation montre l’importance de ne pas inclure la fre´quence cyclique nulle (c’est-
a`-dire le signal original) dans l’algorithme de de´bruitage. Le filtre optimal est solution de
l’e´quation :
Sx
e
(2) (f) ·G (f) = Sx,xe (f) αk 6= 0 (5.41)
L’erreur de pre´diction associe´e a` une fre´quence donne´e est :
ε2 (f) = Sc(2) (f) [1− ρ (f)] (5.42)
avec ρ (f) =
Sc,xe (f)Sxe(2)
−1 (f)Sxe,c (f)
Sc(2) (f)
(5.43)
A la diffe´rence de la me´thode temporelle, la me´thode fre´quentielle effectue la minimi-
sation sur chaque canal fre´quentiel inde´pendamment. Une seule minimisation e´tant faite
dans le domaine temporel, il serait ne´cessaire de blanchir les signaux afin de s’assurer
d’une ponde´ration identique de chacune des fre´quences.
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5.5 Application de la se´paration a` l’ordre 2
Nous allons d’abord traiter un exemple a` vocation didactique avec des signaux tre`s
simples. Ils permettront notamment de construire des filtres intuitifs et de les comparer
aux filtres optimaux. Ensuite, nous observerons les re´sultats sur un mode`le de signal de
roulement. Enfin, l’algorithme sera teste´ sur des signaux re´els.
Tous les signaux exploite´s ici sont soit a` moyenne synchrone nulle, soit des signaux
auxquels on aura au pre´alable retire´ la moyenne synchrone.
5.6 Cas simple
5.6.1 Mode`le
Soit le signal :
x (n) = b1 (n) · [λ+ sin (2πf1n)] + b2 (n) (5.44)
= c (n) + b2 (n) (5.45)
Ou` :

b1 (n) est un bruit stationnaire a` bande limite´e [−f1/4,+f1/4] ,
b2 (n) est un bruit blanc et stationnaire,
λ = 2.
(5.46)
La diffe´rence entre la puissance de c (n) et b2 (n) est de 3 dB.
Ce signal est ge´ne´re´ a` partir d’un bruit a` bande limite´ qui est module´ en fre´quence
et e´galement multiplie´ par un gain. Cette modulation assure la pre´sence d’un lien a` la
fre´quence cyclique α = f1 entre la contribution a` f1 et la contribution non module´e.
L’utilisation d’un bruit permet de garantir la non cyclostationnarite´ a` l’ordre 1. Un bruit
additif est ensuite ajoute´. Les figures 5.19g et 5.19h montrent respectivement le spectre
de chacune des composantes (c (n) et b2 (n)) ainsi que le spectre du signal.
L’e´quation a e´te´ volontairement limite´e a` une seule fre´quence cyclique pour re´duire
le nombre de filtres a` e´tudier (les paragraphes suivant traiteront de signaux plus com-
plexes). Le bruit b1 (n) a e´galement e´te´ filtre´ pour pouvoir d’une part le discerner dans le
spectre avec plus de facilite´ et d’autre part observer l’effet de l’algorithme dans les bandes
fre´quentielles ne contenant aucun signal “utile”.
Avant d’observer les re´sultats de l’algorithme, nous allons de´terminer un filtre empi-
rique qui sera ensuite compare´ aux filtres optimaux (au sens des moindres carre´s).
5.6.2 Choix du filtre
Apre`s le de´calage en fre´quence du signal par un sinus et un cosinus a` la fre´quence f1
(figure 5.17(a)), nous avons :
x (n) ·md1 (n) = b1 (n)
(
0 λ 0 0 n1
2
1
2
0 λ −n1
2
0
) 1md1 (n)
md2 (n)

+ b2 (n) ·md1 (n) (5.47)
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Avec :
mdm (n) = [cos (2πmf1n) sin (2πmf1n)]
T (5.48)
Ou` md1 (n) repre´sente les fonctions cosinus et sinus utilise´es pour moduler le signal
et md2 (n) les harmoniques ge´ne´re´es par cette modulation. Comme cette expression est
“simple” et que b1 (n) a e´te´ choisi de telle sorte qu’il n’y ait pas de recouvrement fre´quen-
tiel entre ses versions module´es, il est possible de de´terminer les filtres ne´cessaires a` la
reconstruction du signal en observant l’e´quation (5.48). La reconstruction sera base´e sur le
signal module´ par le sinus. Si l’on introduit un de´phasage, il sera indispensable d’exploiter
le signal module´ par le sinus et le cosinus.
La figure 5.18(a) montre le signal original en trait continu ainsi que le signal de´cale´ en
pointille´. Le filtre a trois roˆles indique´s par des fle`ches sur le sche´ma :
1. Supprimer le bruit situe´ a` la fre´quence 2f1,
2. Fournir les gains ne´cessaires pour retrouver la meˆme forme que le signal initial (soit
2λ en “basse fre´quence” pour transformer le terme b1(n)
2
en λ · b1 (n) et 1/λ en “haute
fre´quence” pour transformer le terme b1 (n)λ sin (2πf1n) en b1 (n) sin (2πf1n),
3. Supprimer le bruit module´ b2 (n) pour les fre´quences ou` il est disjoint de c (n).
Cet exemple ame´liore uniquement le signal pour les fre´quences supe´rieures a` f1/4.
Ne´anmoins, le bruit sera amplifie´ ailleurs. Ceci est du a` la simplicite´ de l’exemple. En
effet, pour donner de bons re´sultats, cette me´thode ne´cessite l’utilisation de plusieurs
fre´quences cycliques.
5.6.3 Simulation
La figure 5.19 montre le re´sultat de l’algorithme temporel sur des signaux synthe´tiques
pour un filtre de longueur L = 200. Les courbes bleues correspondent aux estimations,
les courbes vertes, rouges et noires correspondent respectivement au signal x (n) avant
traitement, a` la composante c (n), et, du bruit ajoute´. La courbe (a) montre 10 cycles du
signal x (n), la courbe (b) montre la variance synchrone. En the´orie, la caracte´risation de
la cyclostationnarite´ a` l’ordre 2 ne´cessite l’observation d’une courbe en trois dimensions
(corre´lation spectrale, corre´lation, ...). Nous avons ne´anmoins choisi d’afficher la variance
synchrone pour caracte´riser la cyclostationnarite´ a` l’ordre 2 car elle est tre`s proche de
l’analyse d’enveloppe (pour des signaux centre´s, seul un moyennage est ajoute´). Si la
puissance du bruit bi (n) est σ
2
i , l’expression de la variance synchrone est :
vs (n) = σ2b1
[
λ2 + 2λ sin (2πf1n) +
1
2
− cos (4πf1n)
2
]
+ σ2b2 (5.49)
Sur les figures b et d, on peut constater que la variance synchrone est pe´riodique mais
qu’il subsiste une le´ge`re modulation (due a` la lente convergence de son estimateur).
Les figures c et e montrent les signaux apre`s de´bruitage. On peut remarquer que
la variance synchrone du bruit estime´ (figure f) n’est pas constante mais qu’il subsiste
encore un terme cyclostationnaire (fluctuations pe´riodiques). Le terme cyclostationnaire
se trouve introduit artificiellement : si on utilise le filtre h (n) de´termine´ au paragraphe
5.6.2 (utilisant uniquement la composante sinuso¨ıdale), l’e´quation (5.47) montre que le
bruit b2 (n) est e´galement module´ a` la fre´quence f1, aussi, si nous notons bˆ2 (n) le bruit
estime´, nous avons :
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l
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Signal original
Action du filtre
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l
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f /41
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Action du filtre
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H(f)
(b) Filtre retenu
Figure 5.18: Choix du filtre
bˆ2 (n) = b2 (n)− [b2 (n) · sin (2πf1n)] ∗ h (n) (5.50)
Alors, un lien a` la fre´quence cyclique est cre´e´ entre le bruit et sa version de´cale´e qui
explique la composante cyclostationnaire pre´sente dans l’estimation du bruit bˆ2 (n). Ce
de´faut n’est pas tre`s geˆnant si l’on s’inte´resse uniquement a` c (n). En effet, cˆ (n) contiendra
le meˆme type de bruit mais de´cale´ en fre´quence et atte´nue´. Ne´anmoins, il faudra eˆtre
prudent lors de l’interpre´tation de bˆ2 (n).
La figure g montre le spectre des diffe´rentes composantes du signal. La figure h montre
le signal estime´ par l’algorithme. L’algorithme re´duit bien le bruit dans la zone fre´quen-
tielle contenant uniquement du bruit (fre´quence au dela` de 0.04 Hz). Ailleurs, le signal
reconstruit a un spectre similaire au signal original.
La figure i montre les filtres utilise´s pour la reconstruction. Contrairement a` notre
de´marche du paragraphe pre´ce´dent (5.6.2), les filtres n’ont pas e´te´ de´termine´s en connais-
sant le mode`le mais en minimisant l’erreur quadratique. Cette diffe´rence de crite`re pourra
expliquer une diffe´rence entre le filtre attendu et le filtre re´el. En observant les filtres,
on note une atte´nuation de 40 dB dans la zone [0, 0.01] Hz ainsi qu’une atte´nuation de
60 dB vers 0.02 Hz, soit une diffe´rence de 20 dB. Cet e´cart est conforme a` notre gabarit
de la figure 5.18(b) puisque l’atte´nuation doit eˆtre de 20 log10 (2λ
2) c’est-a`-dire de 18 dB
avec λ = 2. L’atte´nuation de 40 dB re´sulte de l’imple´mentation du filtre.
5.7 Influence de l’allure du signal
Le but de ce paragraphe est d’examiner l’influence de l’allure du spectre du signal sur
la qualite´ de la reconstruction ou plus simplement du facteur λ du paragraphe pre´ce´dent.
Pour e´valuer cette influence, on utilise un signal de la forme :
x (n) = c (n) + b2 (n) /2 (5.51)
c (n) = b1 (n) [0.5 + sin (2πf1n) + λ · sin (2πf2n)] (5.52)
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Figure 5.19: De´bruitage dans le cas simple
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Ce signal contient un terme module´ supple´mentaire par rapport au paragraphe pre´-
ce´dent comme l’indique son spectre (figure 5.20(a)). Nous allons e´valuer l’erreur de re-
construction ε (n) = cˆ (n) − c (n) dans la bande fre´quentielle associe´e au motif central
[0.08; 0.12] Hz. Lors de la simulation, cette erreur sera mesure´e par moyennage du spectre
de l’erreur dans cette bande fre´quentielle.
La fre´quence centrale sera estime´e a` partir des deux autres motifs, on aura donc dans
la bande fre´quentielle B = [0.08; 0.12] Hz apre`s les de´calages, filtrages et combinaisons :
εB =
[
b1 (n) + b3 (n)
2
+
λb1 (n) + b4 (n)
2λ
− b1 (n)
]
cos (2πf1t) (5.53)
=
[
b3 (n)
2
+
b4 (n)
2λ
]
cos (2πf1t) (5.54)
(5.55)
Ou` b3 (n) et b4 (n) repre´sentent les bruits module´s lors du filtrage LPTV . Comme ces
deux bruits sont module´s a` des fre´quences diffe´rentes, leur intercorre´lation est nulle. Leur
e´cart-type σb est identique. En exploitant ces deux proprie´te´s, on peut e´crire :
E
{
ε2B
}
= σ2B
(
1
4
+
1
4λ2
)
(5.56)
De`s lors, plus le facteur λ sera important plus le bruit associe´ au motif central recons-
truit sera faible. La re´duction ne pourra ne´anmoins exce´der 6 dB. Pour avoir de meilleurs
re´sultats, il serait ne´cessaire d’utiliser d’autres fre´quences cycliques. Par exemple pour
λ = 1 et K fre´quences cycliques ge´ne´re´es en ajoutant des termes du type b1 (n) sin (2πfkn)
au mode`le, l’e´cart type du bruit sera re´duit d’un facteur
√
K.
Bien qu’il paraisse inte´ressant d’avoir un terme λ grand, il n’en est rien. En effet, le
motif situe´ a` la fre´quence cyclique 0.22 Hz sera reconstruit a` partir des deux motifs. A
l’aide de calcul similaire on obtient :
E
{
ε2C
}
= σ2B
(
λ2
2
)
(5.57)
Dans ce cas les re´sultats sont mauvais pour λ grand. Par ailleurs, comme il s’agit de la
contribution la plus e´nerge´tique l’erreur est nettement visible dans le domaine temporel.
Une bonne reconstruction de toutes les composantes ne´cessite que chacune d’entre elles
ait la meˆme puissance (partie “utile” de c (n) blanche). Il ne faut pas perdre de vue qu’un
blanchiment pre´alable du signal x (n) ne re´soud pas ce proble`me car il intervient e´galement
sur le bruit b2 (n).
La figure 5.20(b) montre l’e´volution de l’erreur pour la bande fre´quentielle associe´e au
motif central et au motif de droite. Cette figure confirme nos calculs (tout particulie`rement
pour le motif de droite) et les valeurs de λ > 1. On peut remarquer que les courbes
the´oriques se croisent a` λ = 1.
Nous allons maintenant exploiter le mode`le de signaux de roulement.
5.8 Signaux de roulement
Les signaux sont base´s sur l’e´quation 5.11 simplifie´e que nous rappelons ici :
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Figure 5.20: Influence de l’allure du spectre du signal sur la reconstruction
c (n) = r (t) ∗
[
A (t)
∑
i
δTi
]
(5.58)
x (n) = x (n) + b (n) (5.59)
Ce mode`le est tre`s inte´ressant pour tester l’algorithme face aux fluctuations de vitesses.
La figure 5.21(b) montre le spectre du filtre lors de l’utilisation d’une seule fre´quence
cyclique. Le spectre du filtre a une forme proche du spectre du signal (5.22g). La figure
5.21(a) permet d’expliquer cette ressemblance. Elle montre le spectre signal ainsi que
sa version de´cale´e. Le spectre est compose´ de pics re´gulie`rement espace´s (signal proche
d’un signal pe´riodique) avec une e´nergie le´ge`rement distribue´e autour des pics a` cause
des fluctuations de vitesse. Cette figure montre uniquement les premiers points du spectre
afin de mettre en e´vidence les pics. A une e´chelle plus faible, ces pics seront difficilement
discernables et le spectre mettra plutoˆt en e´vidence les re´sonances. Le de´calage place “face
a` face” chacun des ces pics, de`s lors le module du filtre correspondra a` la diffe´rence (sur
une e´chelle logarithmique) entre le module (en dB) des deux harmoniques.
La figure 5.22 montre les re´sultats pour 7 fre´quences (fre´quence cyclique et ces harmo-
niques). Comme le montre la figure g, La puissance du bruit est infe´rieure de 4 dB a` la
puissance maximale de c (n). Un tel bruit rend la de´tection des pics difficile sur la figure
a. La figure c montre l’estimation de c (n). Le bruit entre les pics ayant e´te´ fortement
re´duit, il est possible de localiser clairement les de´fauts. Cette me´thode apparaˆıt assez
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Figure 5.21: Filtre pour un seul de´calage
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inte´ressante pour le de´bruitage. La forte atte´nuation du bruit est confirme´e par la figure
h : le de´bruitage fait nettement apparaitre la re´sonance.
5.8.1 Signaux re´els
Banc d’essai d’engrenage
Les signaux proviennent d’un banc d’essai d’engrenage de l’UNSW pre´sentant un de´-
faut sur la bague externe. Ce de´faut se traduit par une succession de chocs. Un signal
acce´le´rome`trique ainsi qu’un signal tachyme´trique (codeur optique) ont e´te´ acquis pen-
dant une dure´e correspondant a` 45 chocs. Le banc d’essai comporte un engrenage, il
est ne´cessaire de supprimer la contribution issue des roues. Pour cela le signal a e´te´ re-
e´chantillonne´ angulairement a posteriori a` l’aide du signal tachyme´trique afin d’estimer
puis de retrancher la moyenne synchrone. La figure 5.23a montre le signal x (n) apre`s sup-
pression de la moyenne synchrone sur un intervalle de 3 chocs. Il est facile de distinguer
le dernier choc, les deux premiers sont noye´s dans le bruit. La variance synchrone (figure
b) met en e´vidence ces chocs mais elle est assez bruite´e. Apre`s avoir utilise´ l’algorithme
de de´bruitage, on distingue nettement les trois chocs sur le signal (figure c) ainsi que sur
la variance synchrone (figure d). En comparant les spectres avant et apre`s de´bruitage (fi-
gure h), on peut remarquer qu’il y a tre`s peu d’atte´nuation dans la bande [0.18, 0.27] Hz.
Cela signifie que dans cette bande, la puissance du bruit est faible devant la puissance du
signal utile (de´faut). Il est apparu inte´ressant de l’isoler par filtrage passe bande comme
lors de l’analyse d’enveloppe (figure 5.24). Cette figure confirme que c’est dans cette bande
de fre´quences que l’on trouve la contribution issue du de´faut de roulement.
He´licopte`re
Dans ce paragraphe nous montrons l’apport de la me´thode de de´bruitage a` l’ordre 2
sur les signaux d’he´licopte`re (les meˆmes que pour le chapitre sur l’ESANC). Pour des
raisons mate´rielles nous nous sommes limite´s a` 1 millions de points (0.1 s). A titre indicatif
le calcul a ne´cessite´ plus de 700 Mo de me´moire (en plus du syste`me d’exploitation) et
1h30 de calculs sur un Athlon XP 2400+ (1 Go de me´moire). Nous avons utilise´ les 9
harmoniques du de´faut pour la reconstruction. La figure 5.25 montre les re´sultats du
de´bruitage a` l’ordre 1 seul (ESANC) et a` l’ordre 1 et 2 (ESANC+de´bruitage). Les
fre´quences associe´es au de´faut apparaissent nettement.
5.9 Bilan et perspectives
Dans ce chapitre nous avons montre´ comment utiliser la cyclostationnarite´ pour le
de´bruitage. D’abord la cyclostationnarite´ a` l’ordre 1 en exploitant la pe´riodicite´ du signal :
on recherche un filtre permettant de pre´dire le signal a` l’aide des valeurs pre´ce´dentes
(SANC). Compte tenu du caracte`re pre´dictible des signaux pe´riodiques, ce filtre extrait
les signaux (poly)cyclostationnaires a` l’ordre 1. Malheureusement, les me´thodes de type
SANC, bien que supposant le signal pe´riodique utilisent un signal cyclostationnaire flou.
De`s lors, nous avons propose´ de re-e´chantillonner les signaux pre´alablement (E−SANC).
Ces me´thodes de se´paration ont e´te´ illustre´es a` l’aide de signaux d’he´licopte`re contenant
une composante cyclostationnaire a` l’ordre 1 suivant l’angle associe´e aux roues ainsi qu’une
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Figure 5.22: Signal - 7 fre´quences - bruit important
131
CHAPITRE 5. APPLICATION DE LA CYCLOSTATIONNARITE´ AUX SIGNAUX
DE ROULEMENT
1000 2000 3000 4000
−1
0 
1 
a. x(t) − (3 chocs)
1000 2000 3000 4000
−1
0 
1 
c. Estimation de c(t)
1000 2000 3000 4000
−1
0 
1 
e. Bruit Estimé
1000 2000 3000 4000
0  
0.5
1  
1.5 b. Variance Synchrone de x(t)
1000 2000 3000 4000
0  
0.5
1  
1.5 d. Variance synchrone de c estimé
1000 2000 3000 4000
0  
0.5
1  
1.5 f. Variance synchron edu bruit estimé
0  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
−60
−40
−20
0  h. Spectre avant et après débruitage
c estimé 
x 
Figure 5.23: De´bruitage de signaux de roulement
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Figure 5.25: Transforme´e de Fourier de l’enveloppe au carre´ du signal de´bruite´
composante cyclostationnaire floue associe´e aux roulements. Alors que la SANC e´tait
incapable de se´parer les signaux de roulement a` cause des fluctuations de vitesses trop
importantes, la E-SANC a permis d’une part de re´aliser cette se´paration et d’autre part
de mettre en e´vidence la fre´quence associe´e au de´faut.
Apre`s se´paration a` l’ordre 1 de la composante pe´riodique, le reste du signal contient
a` la fois le signal de roulement et du bruit. Nous avons alors recherche´ une me´thode per-
mettant de re´duire ce bruit. Cette me´thode, ge´ne´ralisant le filtrage de Wiener, exploite
la redondance spectrale engendre´e par la cyclostationnarite´. Son but est de reconstruire
le signal a` l’aide d’une somme de contributions obtenues en de´calant fre´quentiellement
puis en filtrant ce meˆme signal. Les exemples ont montre´ que la re´duction de bruit fonc-
tionnait mieux avec un nombre important de de´calages (6, 7 ou plus selon les capacite´s
de l’ordinateur) ainsi que pour un signal “blanc”. Cette technique a permis d’ame´liorer
notablement les signaux et de faire apparaˆıtre nettement le de´faut de roulement sur le
signal d’he´licopte`re.
Bien que ces me´thodes soient prometteuses, il serait inte´ressant de disposer d’un en-
semble de mesures sur un he´licopte`re pour diffe´rents niveaux de de´gradation afin d’e´tudier
sa sensibilite´ face a` l’e´volution du de´faut.
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Conclusion ge´ne´rale
D
ans ce me´moire, nous avons cherche´ a` exploiter au mieux la cyclostationnarite´ afin
de faire ressortir toute l’information pre´sente dans les signaux issus de machines
tournantes. Les me´thodes de pre´traitement que nous avons pre´sente´es ont e´te´ illustre´es
sur des signaux d’engrenage et de roulement.
Pour cela nous avons tout d’abord pre´sente´ diffe´rents types de cyclostationnarite´.
– La cyclostationnarite´ classique permet d’exploiter des processus contenant une seule
pe´riode cyclique (moteurs).
– La polycyclostationnarite´ est destine´e au processus associe´ a` plusieurs pe´riodes cy-
cliques. Nous avons choisi d’utiliser cette appellation pour les signaux des roues
d’engrenage bien qu’ils soient cyclostationnaires a` cause de l’existence d’un cycle
commun. Ce choix permet d’eˆtre plus proche du proce´de´ physique, c’est-a`-dire de
prendre en compte les pe´riodes de rotation des diffe´rentes roues. Il produit ne´anmoins
des re´sultats biaise´s. Nous avons montre´ dans le cadre de diagnostic d’engrenage
l’apport important de cette approche par rapport a` l’approche cyclostationnaire.
– La quasicyclostationnarite´ qui permet d’e´tudier les processus posse´dant des fre´-
quences cycliques non commensurables. Nous montrons comment exploiter cette
forme de cyclostationnarite´ sur des signaux de roulements qui sont approche´s par
un mode`le quasicyclostationnaire sur une faible dure´e. En ge´ne´ral, la quasicyclosta-
tionnarite´ est induite lorsque les phe´nome`nes physiques a` l’origine des diffe´rentes
pe´riodes cycliques sont de natures diffe´rentes et inde´pendantes.
Nous avons e´galement propose´ une terminologie permettant de relativiser cette cyclo-
stationnarite´.
– Dans les machines tournantes, les signaux sont cyclostationnaires suivant l’angle.
Ne´anmoins, ils sont souvent observe´s suivant la variable temporelle. Aussi, la cy-
clostationnarite´ n’est pas force´ment conserve´e notamment quand les fluctuations de
vitesse ne sont ni pe´riodiques ni stationnaires. Par ailleurs, le filtrage peut e´galement
de´truire la cyclostationnarite´ si les fluctuations de vitesse ne sont plus pe´riodiques.
La pe´riode du cycle de la machine n’est plus constante et la cyclostationnarite´ ne
peut alors plus eˆtre utilise´e. Il est dommage de ne pas exploiter le fait que ces
signaux soient cycliques quelque soit leur variable ge´ne´rique. C’est pour cela que
nous avons choisi d’appeler ce type de signal, cyclostationnaire flou. Nous avons
alors propose´ des me´thodes de re-e´chantillonnage angulaire permettant d’induire la
cyclostationnarite´ en travaillant dans le domaine angulaire.
– En pratique, les observations sont faites sur une dure´e finie. Nous avons alors de´fini
la semicyclostationnarite´ et utilise´ la notion de pseudo-cyclostationnarite´ pour juger
de la pertinence de cette dure´e. Si l’observation est faite sur une taille suffisamment
grande vis a` vis des constantes de temps et des cycles de la machine, le signal est
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semi cyclostationnaire. Dans le cas contraire, il est pseudo-cyclostationnaire. Un
signal est e´galement pseudo-cyclostationnaire si il apparaˆıt cyclostationnaire sur la
dure´e d’observation alors qu’il n’est pas cyclostationnaire.
Les diffe´rents types de cyclostationnarite´ ont e´te´ de´finis classiquement a` partir des
moments et cumulants qui sont des moyennes de re´alisations. Malheureusement, en pra-
tique nous ne disposons que d’une seule re´alisation. De`s lors, nous avons e´te´ conduit a`
adapter la notion d’ergodicite´ au cas cyclostationnaire. Ceci nous a permis de caracte´riser
les signaux aux ordres 1 et 2.
Afin de pouvoir exploiter les signaux enregistre´s dans le domaine temporel, nous avons
propose´ de re-e´chantillonner les signaux dans le domaine angulaire a posteriori. Nous avons
propose´ deux types de me´thodes. Les premie`res exploitant un capteur de position comme
l’e´chantillonnage angulaire classique. Ces me´thodes permettent d’exploiter l’e´chantillon-
nage angulaire a` partir d’une chaˆıne d’acquisition temporelle. Elles ont l’inconve´nient de
ne´cessiter une bande passante relativement e´leve´e vis a` vis de celle du signal acce´le`rome´-
trique. Un tel dispositif permet de disposer a` la fois des signaux dans le domaine temporel
et dans le domaine angulaire contrairement a` l’e´chantillonnage angulaire classique. Dans
le cas ou` l’on ne dispose pas de capteur de position, nous avons de´veloppe´ deux me´thodes
recherchant l’information de position dans le signal. La premie`re exploite le mode`le d’un
signal d’engrenage qui contient l’image de la position du rotor. La deuxie`me utilise la com-
posante cyclostationnaire a` l’ordre 1 en recherchant les similitudes a` l’aide d’un cepstre
ame´liore´. Malheureusement, la pre´cision de ces deux me´thodes est la meˆme que celles qui
utilisent un top tour.
Nous nous sommes beaucoup inte´resse´s aux signaux de roulement. Ces signaux pre´-
sentent un cas de cyclostationnarite´ floue particulie`rement inte´ressant. Lors de leur ob-
servation, sur des re´ducteurs, ils sont me´lange´s avec des signaux issus des roues dont la
fre´quence est incommensurable avec celle des roulements. Ce type de signal pre´sente aussi
une nature quasi cyclostationnaire due au glissement. Les variations du glissement nous
empeˆchent e´galement de nous synchroniser sur la cage du roulement. La cyclostationnarite´
engendre´e par ce type de signal est donc floue. Par ailleurs, en e´tudiant deux mode`les de
signaux de roulements, nous avons note´s que l’un d’entre eux les conside´rait non cyclo-
stationnaires. Ceci nous a conduit a supposer qu’ils apparaissaient cyclostationnaires sur
une dure´e suffisament courte (pseudo cyclostationnarite´).
Pour traiter ces signaux nous avons tout d’abord exploite´ la nature principalement
cyclostationnaire a` l’ordre 1 (c’est-a`-dire pre´dictible) des signaux des roues et l’aspect
cyclostationnaire a` l’ordre 2 et plus (c’est-a`-dire non de´terministe) des signaux de roule-
ment. Pour cela nous avons teste´ l’algorithme de SANC qui donne le filtre permettant
d’estimer n’importe quel e´chantillon“pre´dictible” a` partir du passe´. Alors, qu’il donnait de
bons re´sultats sur des signaux de boˆıte a` vitesse a` faible rapport de re´duction, il a e´choue´
pour des signaux d’he´licopte`re. Comme la SANC exploitait des signaux temporels, cet
e´chec e´tait pre´visible au vue des fortes fluctuations de vitesse pre´sentes dans l’he´licopte`re.
C’est pourquoi nous avons propose´ d’effectuer un re-e´chantillonnage angulaire pre´alable
(E − SANC). Les re´sultats ont e´te´ tre`s fortement ame´liore´s.
A l’issue de ce traitement, nous avons pu extraire la composante associe´e au roulement.
Malheureusement, cette composante contient e´galement du bruit qui est lui aussi non
pre´dictible. Nous nous sommes alors inte´resse´s dans un deuxie`me temps au de´bruitage de
cette composante. Pour cela nous avons utilise´ le filtre de Wiener Cyclique qui reconstruit
le signal a` partir de composantes de´cale´es en fre´quence. Plus le nombre de de´calages est
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important, plus l’effet de moyennage de´truit le bruit. Cet outil a permis de faire ressortir
le de´faut pre´sent dans le signal d’he´licopte`re.
Cette the`se ouvre de nombreuses perspectives que nous avons commence´ a` explorer
au laboratoire.
– Pour exploiter la quasi-cyclostationnarite´, il serait inte´ressant d’e´tudier les signaux
e´lectriques des moteurs e´lectriques dans le but de re´aliser un diagnostic de leurs
e´le´ments me´caniques (roulements) et de ceux de la charge (engrenages). En effet,
un moteur entraˆınant des engrenages subit les variations de vitesse, et est donc
susceptible de contenir des informations sur les de´fauts me´caniques. L’exploitation
de tels signaux est un vrai challenge compte tenu de la forte pre´dominance duˆe
au 50 Hz. En cas de succe`s, une telle approche serait tre`s inte´ressante pour les
constructeurs de variateurs qui pourraient ajouter un syste`me de diagnostic dans
leurs produits.
– Il serait inte´ressant de disposer de signaux de roulements d’he´licopte`res pour dif-
fe´rents niveaux d’usure. Ainsi, il sera possible de tester les me´thodes de diagnostic
que nous avons pre´sente´es.
– Il serait e´galement inte´ressant dans le futur, d’exploiter les proprie´te´s de la cyclo-
stationnarite´ pour la proble´matique de se´paration de source.
– L’e´tude de signaux de roulement suffisament long nous permettrai de ve´rifier d’une
part la validite´ du deuxie`me mode`le, et d’autre part, de voir les limites de l’approxi-
mation cyclostationnaire.
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Comparaison entre les analyses angulaire et temporelle des signaux
vibratoires de machines tournantes. Etude du concept de cyclostationnarite´
floue.
Re´sume´
D
ans ce me´moire, nous avons cherche´ a` exploiter au mieux la cyclostationnarite´ afin de faire ressor-
tir toute l’information pre´sente dans les signaux issus de machines tournantes. Les me´thodes de
pre´traitement qui y sont pre´sente´es sont illustre´es sur des signaux d’engrenage et de roulement.
Nous pre´sentons tout d’abord la cyclostationnarite´ ainsi que ces diverses variantes. La caracte´risation
est faite suivant l’angle ou` les signaux sont naturellement cyclostationnaires. Ensuite, nous insistons plus
longuement sur le devenir de la cyclostationnarite´ apre`s e´chantillonnage temporel. Alors que les pe´riodes
cycliques sont certaines suivant l’angle, elles ne le sont plus ne´cessairement suivant le temps a` cause des
fluctuations de vitesse ale´atoires. De`s lors, les proprie´te´s de cyclostationnarite´ disparaissent. Nous intro-
duisons alors le concept de cyclostationnarite´ floue pour caracte´riser un tel signal. De plus, afin d’induire
la cyclostationnarite´ sur les signaux temporel, nous proposons des me´thodes de re-e´chantillonnage en
fonction de l’angle.
Apre`s avoir pre´sente´ les outils base´s sur la cyclostationnarite´, nous nous inte´ressons a` son utilisa-
tion sur des signaux me´caniques. Pour cela nous introduisons le concept de cycloergodisme qui e´tend
l’ergodisme stationnaire au cas cyclostationnaire et nous permet d’utiliser une seule re´alisation. Nous
pre´sentons e´galement les diffe´rents outils a` l’ordre 1 et 2 (variance, distribution Wigner-Ville ...). Un
exemple de diagnostic sur un engrenage permet d’expliquer comment traiter les signaux contenant plu-
sieurs pe´riodes commensurables. Ensuite, nous illustrons la pseudo-quasi-cyclostationnarite´ floue a` l’aide
d’un signal compose´ d’engre`nement et de roulement. Dans un premier temps, nous traitons de la se´para-
tion des contributions roues et roulement + bruit. Pour cela nous exploitons le caracte`re principalement
pe´riodique des signaux de roue et le caracte`re stochastique des signaux de roulement. Dans un deuxie`me
temps, nous utilisons ensuite un filtre de Wiener Cyclique afin de re´duire le bruit toujours pre´sent dans
la contribution du roulement.
Spe´cialite´ : Signal, Image, Parole, Te´le´coms.
Mots-cle´s : Machine tournante, cyclostationnarite´, analyse angulaire et temporelle, re-e´chantillonnage,
engrenage, roulement.
Comparison between angular and time domain analysis of rotating machine
vibratory signals. Study of fuzzy-cyclostationnarity concept.
Abstract
T
he aim of this thesis is to exploit as well as possible the cyclostationnarity in order to take advantage
of all the information present in signals resulting from rotating machines. The methods presented
here are illustrated on gears and rolling elements bearing.
Firstly, the cyclostationnarity and its extensions are introduced. The definitions are made according
to the angle where the signals are naturally cyclostationary. Then, the becoming of cyclostationnarity
properties after temporal sampling is studied. The cyclic periods are certain according to the angle, but not
necessarily according to time because of the random fluctuations of the speed. Consequently, the properties
of cyclostationnarity are not necessary valid. So, we introduce the concept of fuzzy cyclostationnarity in
order to characterize such a signal. Moreover, in order to induce the cyclostationnarity on the temporal
signals, we propose angular domain re-sampling methods.
Secondly, these concepts are applied on mechanical signals. To do so, the concept of cycloergodism
is presented. It extends the stationary ergodism to the cyclostationary case and allows to use only one
realization. Various tools at the order 1 and 2 (variance, Wigner-Ville Distribution) are also shown. An
example of diagnosis on gears illustrates the problem caused by commensurable cycles. Then, the pseudo
quasi fuzzy cyclostationnarity case is depicted by using a gear box signal with a defective rolling element
bearing. In a first time, the separation of the contributions gear and bearings + noise is investigated. The
mainly periodic character of the signals of wheel versus the stochastic character of the signals of bearing
is exploited. In a second time, the Cyclic Wiener filter is used in order to reduce the noise always present
in the bearing contribution.
Speciality : Signal, Image, Speech, Telecommunication.
Keywords : Rotating machine, cyclostationarity, angular and temporal analysis, resampling, gearbox,
rolling elements bearing.
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